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ERRATA ТИНЕ КЕНЕ A= "P B9 wr F , ВЕ 
总 结 作 者 多 年 来 在 振动 理论 教学 、 隔 振 和 其 它 振 动 控制 系统 设计 
分 析 等 方面 的 经 验 。 

近年 来 , 吗 振 技术 日 益 受 到 人 们 的 重视 , 究 其 原因 ,主要 有 两 
个 方面 :一 方面 ,我 们 周围 的 振 源 强度 在 不 断 加 大 ,例如 ,机械 运转 
XE HES ТН Dn ,越野 汽车 和 四 向 内 燃 本 数量 剧 增 ІНІ k AR B pn 
进 使 得 机 床 能 进行 更 重型 的 切割 等 ; 男 一 方面 ,工程 中 对 振 级 的 限 
制 越 来 起 严格 。 这 主要 是 由 于 工程 中 所 要 求 的 精度 越 来 越 高 、 测 
量 仪 共 的 灵敏 座 显 著 提 高 .一些 更 容易 被 激 振 的 轻型 结构 (但 具 
有 一 定 强度 ) 裤 广泛 应 用 ,人 和 们 对 面 定 结构 .交通 工具 等 的 商 钥 适 
性 要 求 给 厂家 带 来 越 来 越 大 的 竞争 压力 等 。 为 了 解决 这 些 相 互 牙 
盾 的 向 题 ,大 们 需要 不 渐 改 进 振动 防护 方法 。 

隔 振 是 振动 防护 中 使 用 得 最 为 广泛 的 一 种 上 方法。 该 方法 通过 
一 个 包含 了 特殊 装置 的 辅助 系统 将 振 源 和 被 保护 物体 隔离 开 来 。 
这 种 特殊 装置 称 为 隔 振 器 或 也 振 座 染 。 隔 振 的 作用 蚌 减 小 振 源 和 
窗 隔 振 物 体 之 间 的 动态 壮 台 ,从 而 减少 不 良 振动 优 递 给 被 保护 物 
体 或 从 物体 传 出 。 减 少 这 种 动态 厢 合 的 同时 也 会 产生 一 些 “ 负 
ТАТ" 影响 ,例如 ,增加 振 源 和 被 保护 物体 之 间 的 相对 位 移 , 增 加 安 
装 的 尺寸 ,质量 和 成 本 等 。 在 柔性 隔 振 嚣 上 安装 一 些 相互 连 接 着 
的 部 件 时 ,会 增加 它们 之 间 的 对 中 难度 ,这 通常 具有 危害 性 。 内 
此 ,在 许多 情况 下 ,需要 采用 一 种 多 参数 优化 方法 来 获得 合适 的 陋 
振 效 果 并 满足 其 它 约 束 条 件 。 

尽管 隅 振 问 题 在 有 关 据 动 的 教科 书 中 大 都 作 了 最 基本 的 投 
XE ,在 一 些 振动 手册 中 也 有 详细 的 讨论 。 倡 由 于 被 阳 振 物 体 、 支 承 
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结构 .激励 力 和 隔 振 器 等 都 具有 非常 复杂 的 动态 特性 ,教科书 和 手 
册 中 所 介绍 的 经 典 隔 振 原理 通常 不 能 满足 实际 工程 需要 。 在 实际 
工程 中 , 沿 需 要 对 隔 振 系统 进行 更 深入 的 研究 ,如 隔 振 系统 的 动态 
合 . 阻 尼 、 基 础 的 柔性 和 隔 振 器 中 的 波 效 应 等 因素 对 隔 振 效果 的 

影响 。 如 果 不 对 这 些 问 题 进行 深入 探讨 ,就 不 可 能 对 工程 中 的 隔 
振 系 统 进行 优化 。 在 一 些 学 术 期 刊 . 会 议论 文集 和 专利 中 有 大 量 
的 关于 振动 隔离 的 资料 ,但 这 些 资料 的 全 面 收集 与 整理 对 于 实际 
工程 设计 和 者 来 说 相当 困难 ,对 一 般 使 用 者 , 那 几 乎 是 不 可 能 的 。 为 
此 ,本 书 对 隔 振 问 题 进行 了 全 面 的 论述 。 为 了 司 本 书 自 成 体系 ,还 
对 振动 理论 进行 了 详细 介绍 。 

本 书 分 为 两 大 部 分 。 第 一 部 分 (第 1 音 ~ 第 4 章 ) 为 振动 理 
论 基础 ,主要 讨论 离散 线性 振动 系统 、 连 续 线 性 振动 系统 、 随 机 激 
励 下 的 振动 以 及 非 线性 系统 的 振动 。 第 二 部 分 (第 5 章 ~ 第 8 
章 ) 全 面 论述 了 隔 振 问题 ,包括 陋 振 系统 的 动态 过 程 分析 、 量 振 效 
果 的 影响 内 素 . 同 振 效果 的 评估 和 隔 振 系统 设计 准则 。 

本 书 可 作为 航空 海洋. 机械、 土建 .交通 能源 等 工程 领域 的 
本 科 生 或 研究 生 教材 ,也 可 供 从 事 振动 咨询 的 工程 技术 人 员 ,振动 
工程 的 设计 者 和 隔 振 装置 的 制造 商人 参考 ， 


编 者 
2006 年 1 月 21 日 


Н ж 


КЕЗЕІГІЛ ЕСЛИ ЕЕ 
11 ЖНЕЙ Не 
111 系统 和 运动 徽 分 方程 eee 


1.1.2 系统 的 自由 振动 响应 [eH 


1.1.3 系统 的 名 所 振动 响应 nen n 
1.2 &ҢНЕЖЯ е еее-ееееееееееееееееееее ее еее ен к, 
1.2.1 K Bin shay ARE Se 
1.2.2 无 阻尼 系统 的 自由 振动 特征 值 问题 ………… 
1.2.3 S n pi sn I E, sce Bou dx ES n 
1.2.4 ЖАТА X, & |t 65 R 0 di nb em eee 
1.2.5 — £ EE X, Ё 9 --- 
жәл ЕНЕР ВЕНЕ ЕП pu e e n n nn n MH 
2.1 ZBASBRSIeeeee MH 
2.1.1 SE d) ME e ARR eem 
2.1.2 AF69 | IARE S HH 
2.1.3 bhoj tr $k dE eee He 
22 ДЖИ рне 
2.2.1 jE ар HH 
2.2.2 ЖМА ҰШ E Ae 


аза БЛЕК eee nmm 


3.1 B| 


3.2 随机 过 程 的 基本 概念 … 


3.2.1 
3.2.2 
3.2.3 
3.2.4 
3.2. 5 


EE P 5 PAL ТЕН 
J ja] cF. 3 35 eg J EE МЯ 006 
СЕКЕ ЛЕ ak... la. а 
жака rx P ен 
Л.Е 00 МЫЗ ФЕ een nnn n n n n n n n 


зз ”平稳 过 程 通过 线性 系统 的 分 析 ，…，……… 


3.4 单 自由 度 线性 系统 对 于 平稳 随机 过 程 的 响应 ……… 
单 自由 度 线性 系统 对 随机 激励 的 响应 ……… 
单 自由 度 线性 系统 对 多 个 耳机 激励 的 响应 …… 
3.5 多 自由 度 线性 系统 对 于 随机 激励 的 响应 …………… 


2.4.1 
3.4.2 


3.5.1 


3.5.2 


B 4 B hA ЖБ нол E 69 2- 
FE eee аш 


多 自由 度 系 统 对 随机 激励 的 响应 -…………… 
3.6 ”连续 结构 对 随机 激励 的 响应 pe 


大 考生 前 的 


第 4 章 ，” 非 线性 系统 的 振动 nene 


41 非 线 性 振动 系统 的 运动 微分 方程 - 


4. 1.1 
4. 1. 2 


4.2 ЗЕН D HEED FEE nennen n 
ЖН Fam ydgdei--eeee- ТТГ 
КЕТ АНАН ЫЕ 
单 自由 度 保守 系统 的 定性 分 析 eee,， 
ж FE s a 


E 4.2.1 
4.2.2 
4.2.3 
4.2.4 


Д E NI 
aE Aa e 


4,3 非 线 性 振动 的 定量 秀 析 方法 eee 116 

4.3.1 жж - АЛЕ HR eene 116 

4.3.3 £R BH eH 120 

4.4 单 自 由 度 系 统 的 强迫 振动 ee. 121 

4.4.2 ЗЕРЕ HH 126 

4.4.3 ЖИР В eee 127 

4.4.4 ЖАР ЗЕ ен 129 

4.6.1 ШАЯ Q... езееее енген ее 136 

4.6.2 混沌 的 几何 特征 Q... l... 138 

4.6.3 69 4А Ж eee 139 

4.6.4 混沌 的 应 用 ere: 144 
参考 文献 V 

52 单 自 由 度 隔 振 系 统 的 动态 特性 - een 149 
5.2.1 ЕЖЫМЫЛЫ НЫН ee 151 

5.2.2 RAAR) ELS) SIRE enn nn 154 

5.2.3 "FÉ EHE EE X. 8 aS ab” НА ------ 160 

5.2.4 具有 运动 转换 器 的 音 自 由 度 系 统 ………… 163 
5.3 两 自由 度 隔 振 系 统 的 动态 特性 eee 170 

5.3.1 有 阻尼 两 自由 度 系统 的 一 般 形 式 …………' 170 
5.3.2 BE. F Jf ЖЕН 838 eee. 179 

5.4 -—BHmBEOEBIDBIS€X e 183 


5.5 


5.6 


5.4.1 平面 隔 振 系统 的 动态 特性 pp 
5.4.2 平面 隔 振 系 统 的 自然 频率 e 
5.4.3 MERMA En ERP AA …… 
5.44 ARA ER БЖ e 


随机 激励 下 的 隔 振 系统 …… 


5.5.2 Aka Ea А ВР ee 


脉冲 激励 作用 下 的 隔 振 系统 - 


参考 文献 … 


Жб 
6.1 


б, б 


第 7 章 
WI 


ЕЕ р ОРООН 


基础 柔性 对 隔 振 效果 的 影响 - 


6.1.1 把 基础 篇 化成 具有 一 本 自由 度 的 人 中 参数 
ЖАС дамды Ры абы а қыры аты ЕБ 
6.1.2 ЖАЮ) аЙ ЖАЯ een 


БЕДЕ ӨТЕУІ BUS ВОВА ан. 
R Da sa r: ВОВЕ ЛУ > 


АЛЛЕЛІ Т aya t tu РРР s uh e 
阻尼 对 隔 振 效果 的 影响 eene 
6.41 阻尼 在 隔 振 中 的 作用 en 

6.42 陋 振 器 中 阻尼 产生 的 热 pp 
隔 振 系统 的 动态 耦合 对 隔 振 效果 的 影响 ……………… 


6.5.1 隔 振 器 的 弹性 特征 


6.5.2 ПР ERAS SEES een nnn 
БЕКЕ s ox edid eben 
a ONT I LI LT 


隔 振 效果 评估 指标 …………… 


7.1 ЕЖ ------2--9:2.....о:....) (0) өле ка еке... 
"PEE PX pe 
7.3 ЖАЛЫ ee .............а 4. а. 
7.4 各 评估 指标 之 间 的 美 系 eee 
7.5 功率 流 pp 

7.5.1 功率 流 的 一 船 表 这 起 eee 

7.5.2 ЖУМ E an xu … 

7.5.3 H ÈA БЕ TRIK eee 
а CIIM 

第 8 章 MERRE HAEN] eene 


8.1 ”振动 敏感 物体 的 隔 振 eene 


ЕБЕИСКЕТЛІЕ Т eeeeeseeseeeeeesee 


БЕЛСГТТТЕТЕ ЕТЕ 
8.1.3 ЖЕНЕ ЙА eee 


8.14 精密 设备 隔 振 中 的 附加 问题 EST 
8.2 对 本 身 是 振 源 的 物体 的 隔 振 .ppp 


8.2.1 EARME ereere 


8.2.2 ЖЕяФИШДЛ EAR eMe 
8.2.3 P ku di EAR een nme 
8.2.4 РЯКЕЯФТЕНЖЯ Sp dk eem 

8.3 通用 机 械 设 备 的 隔 振 …………………… es 
831 安装 条 人 忻 对 动态 稳定 性 前 影响 eee 
8.3.2 ЖАРЫШ ДН А nen 
8.3.3 Fj Jp dpa рн din po 
8.3.4 БЕЯТА ЖМ EXP eee 

84 交通 工具 上 的 发 动机 和 机 器 的 安装 eee 

ЖА CIIM 


ізі ”离散 线性 振动 系 线 


1.1 单 自由 度 系统 


1.1.1 系统 运动 微分 方程 


一 个 典型 的 单 自 由 度 线性 振动 系统 如 图 1 — 1 所 示 , 图 中 以 
代表 质 块 的 质量 Le CREAR PE ERE RE Le ЕНІНЕН, 
系数 ,F(t) 是 作用 在 质 块 m 上 的 激励 力 ,x(1) 表示 质 块 m 在 激励 
H F(t) 作 用 下 的 位 移 。 

DR ERTEM g EE 2 Q 
£ B I fE Fi 7) 5 %8 3 b 4 
НЕЗ LIE H: , hn E 88 E WJ 
HHE Beg L ЖЕЖ F B 
作用 下 它 的 长 度 变 为 1, 则 
жж 的 E fF Н A Fp = 
-k(-h), т, Ш Ж 1-1 单 自由 度 振 动 系统 
数 就 称 为 线性 弹 移 的 刚 
度 系 数 ,简称 为 线性 弹 答 的 刚度 。 严 .的 大 小 与 王 的 大 小 相等 , 负 
号 表示 OF, 前方 向 与 了 的 方向 相反 。 一 般 赂 旋 金属 弹簧 在 小 变形 
时 可 认为 是 线性 弹簧。 

蒜 滞 阻尼 是 一 种 其 阻尼 旋 与 阻尼 器 两 端的 相对 速度 成 正比 的 
ЕЛЕ, ар ВИ ЈО Е Т ВОЛН ГЕ Е Зу š (1), 则 阻尼 力 为 FF. = 
-cá (1) ,其 中 ,比例 系数 c УИ В, fn E Aem Е. 的 方 
向 与 相对 速度 (OARA. — AERO 48 SE S£ ZE ТӘЖ Ei рУ 
可 认为 是 在 变形 方向 上 具有 刚度 为 ВОЗЕ Н ЕНННДЕ ЖЖ 
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为 上 的 阻尼 器 的 组 人 台 线 性 支承 元 件 。 
根据 达 朗 员 尔 原理 ,可 得 图 1 -1 所 示 的 单 自 由 度 线性 系统 的 
运动 微分 方程 为 
mX(t) + cx(t) + kx(t) = F(E) (1-1) 
式 (1 -1) 的 初始 条 件 记 为 
X, = x(t) | Lo, vo = 40) |,- (1-2) 
МКІН ЕЕЕ, LRA ВИН) H 
КЕН ЖНЫЕЛЯ М 与 其 相对 角 位 移 成 正比 时 称 为 线性 扭 
EI ERA М-і0, ТЕН, 2 Ku En BË 2 H TR TE JL UE 
BJ B ,并 联 组 合 而 成 。 
对 图 1 -2 所 示 的 申 联 弹 自 系统 ,其 等 效 刚 度 为 


«(E a-a 
对 图 1 -3 BroR ЈЕО Е 3 UC , На BJ) BE 2 
k. = > (1-4) 


ЖАННЫН de — Rh £X FE EB. Л, EE: Y 1⁄5 H £u HE pi YE FE, SERA H 
图 尼 外 ,还 在 与 相对 角速度 成 正比 的 黏 滞 阻尼 ,其 阻尼 力矩 M. = 


-c0 ,其 中 ,8 是 相对 角速度 。 


ki 


K. K; k. 
图 1-2 атая 图 1-3 HERRAR 
1.1.2 系统 的 自由 振动 响应 
Bx -1) 和 和 式 (1 -2) 不 难得 出 图 -1 ММЕН ШІ 28 


) 


性 系统 作 自 由 振动 时 的 初 值 问题 为 
mX(t) + ex(t) + ke(t) = 0; x, = x(t) | ss b = (00) |... 
(1 — 5) 
根据 常 微分 方程 理论 , 令 s(t) = Ae" ,并 将 其 代 人 式 (1 -5) 中 
的 第 一 式 , 得 系统 的 特征 方程 为 
ms + cs + k = 0 (1 — 5) 
iu 


| h e с 
өш, = pa. £ = FA 一 қ (1 _ 7) 
JURE AR PRAE ЭУ 


з + 26 + @ = O (1 — 8) 
由 式 (1 -8) , a ELK H 3 Sp 9 4 EIE SR DJ 
s2 = (- £ yE -1)u, (1 — 9) 


由 式 (1 -9) 知 ,系统 的 两 个 特征 根 取决 于 o, 和 上 ,但 其 性 态 
取决 于 mp as BIS e 的 不 同 取 值 范围 来 讨论 。 
(1) 上 =0, 即 系统 无 阻尼 
由 式 (1 -3) 的 第 二 式 知 ,如 果 =0, 则 上 =0, 即 系统 无 阻尼 。 
此 时 ,系统 的 两 个 特征 根 为 
S, = tie, (1-10) 


式 中 :i=v-1, 下 同 。 于 是 ,无 阻尼 系统 的 通 解 为 

x(t) = A,e"" ee = Xcos(e,t — p) (1-11) 
AP: A RARR: y ЖЖ; o, 称 为 无 阻尼 系统 的 固有 了 贺 频 
X. Bdixk (1 -7) 的 第 一 式 知 ,w, 是 由 系统 参数 闫 和 站 决定 的 ,而 
与 初始 条 忻 无 关 。 如 果 上 的 单位 取 N/m,m 的 单位 取 kg, W о, 的 
单位 为 rad/s。w, 与 工程 实际 中 通常 讲 的 固有 频率 六 的 关系 为 
f=《1/2T)w,; 此 时 了 的 单位 为 1/s, 称 为 Hz, 它 表示 系统 每 秒 钟 
的 振动 次 数 。/ 的 倒数 称 为 系统 的 基本 局 期 ,用 了 表示 ,了 =1 信 ， 
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的 单位 是 s, 它 表示 系统 每 振动 一 次 , 即 完成 一 次 循环 所 筑 的 时 
Ee RO -11) 表 示 的 是 一 等 幅 据 落 , 如 图 1 -4(a) 所 示 。 


ХР) 


(c) 
图 1-4 响应 曲线 
振幅 和 和 初 相位 光 与 系 统 参 数 无 关 , 它 们 是 由 初始 条 忻 唯一 
确定 的 。 满 足 式 (1 -5) 所 给 出 的 初始 条 件 的 解 为 


2 
р, 
Х = + (20) ; ф = arctan — (1- 12) 
еі 


ағ, 


(2) £ < 工 即 小 阻尼 情形 


此 时 ,系统 的 两 个 特征 根 为 共 斩 复 根 s  - (C£ +i У1-4)о,2 
如 果 记 


o = JA - Ро, (1 - 13) 
Ju 

зур = — бо, tiw; (1 - 14) 
于 是 系统 的 通 解 为 


X естен tiog) + Хуе‘ енен 
I 


x(t) 
= Xe "cos( wt — wr) (1-15) 
式 中 : ws 称 为 有 阻尼 系统 的 固有 圆 频率 , 它 由 系统 参数 上 .me 确 
kE ,显然 ao, <о,. 半 业 分 别 表 示 系 统 的 最 大 振幅 和 初 相位 ,由 系 
统 的 初始 条 件 确 定 。 不 难看 出 , 式 (1-15) 表 示 的 是 一 振幅 按 指 
数 规律 训 减 的 碱 幅 振 葛 ,变化 情况 示 于 图 1 -4(b)。 
满足 式 (1 -15) 所 给 出 的 初始 条 忻 的 解 为 


2 па + Ёо. x ty + Ёо, 
X = xg + (% t ses) ; y = arctan —————— 
0. 20603 


(1-16) 


由 式 (1 - 15) АЖЕН, 384 EB Je. 38 SE. Н da De ЫЗ B°) Jal B iO 
为 Т, =2 т/а. ЙІ 


«(000 ыст л 
q AE (1-17) 
商 按 取 自 然 对 数 ,得 
НЕС 1 n AE (1-18) 


BEY ЖЕР 
МЕЛ ҒЫ ЖА 6 = In[x(rt)Zx(t e T.) ] , N E 


2ni (1-19) 
мі - ё 


5 


EDE 3 Pt B9 EH JE yk, 
== 0 (1-20) 
„Ат? + 82 
当 专 本 1 时 ,由 起 (1 - 19) 48 
Tp (1-21) 
由 上 面 的 分 析 可 知 ,只 要 测量 出 了 系统 在 作 自 由 振动 时 相隔 
周期 Т, 的 响应 幅 值 比 , 即 只 要 测 出 了 5, 就 可 以 方便 了 地 求 出 系统 
的 阻尼 比 z&。 在 实际 测量 过 程 中 ,一 般 测 量 相 隔 = 个 周期 的 两 幅 
18 ir 112 pro BS ЖОЖ 8,, ШН 6ғед,/(пх2туЖ £, XPE SÀ HT 
以 提高 测量 精度 。 
(3) 过 >1 ,期 进 阻尼 情形 
当 才 > 工时 , 式 (1~19) 右 边 的 揪 导 中 为 实数 , 即 商 特征 根 为 
实数 


яо = (- £ * /Ë -1)o, (1-22) 
显然 两 特征 根 均 为 负 实 数 ,此 时 通 解 为 
x(t) = X e" + X,e"' (1-23) 


Е E 5938 51 25 CECRCESM ЕН >l 时 ,系统 未 可 能 产生 
振动 ,其 运动 性 态 如 图 1 -4(c) 所 未。 
(4) H £ =1 gp, Billi ЕН JE SJ 
Zi £ = 1 Hf, ЖИЕН fa Sc, B S s Rl 
Ма 7 — @, (1-24) 


此 村 系统 的 通 解 为 

xlt) = (X, + X,t)eo "* (11-425) 
EARR за Bj tB, ЖА зы, ЖОҒЫН EAE ў 5), Нз ФЕ 
态 示 于 图 1 -4(c)。 进 一 步 分 析 可 知 ,系统 偏 高 平衡 位 置 后 , 它 将 
以 最 快 的 速度 回复 到 平衡 位 置 。 
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系统 的 激励 力 有 谐 波 的 .周期 性 的 和 非 周期 性 的 ,本 节 首 先 讨 
论 系统 在 谐 波 激励 下 的 响应 。 之 所 以 先 讨论 在 谐 波 激励 下 的 啊 
应 ,是 因为 谐 波 激励 是 最 简单 的 激励 ,任何 周期 激励 总 可 以 展开 成 
ЖҢІҢ ( Fourier) 2, Врле пі ZR P UE UE КІШ Bg dX. ПАН 
意 非 周期 性 激励 作 Fourier 变换 ,可知 它们 就 是 Fourier 级 数 的 极 
限 形式 。 我 们 所 讨论 的 系统 是 线性 的 ,满足 到 册 原 理 。 因 此 ,只 要 
将 系统 在 谐 波 激励 二 的 响应 讨论 清楚 了 ,那么 .系统 在 周期 性 激励 
下 的 和 非 周 期 性 激励 下 的 响 应 就 可 应用 到 如 原理 方便 地 求 出 。 

1. RAER E ТАОЦА Ау 

ЗН N ic N: F) = Fcosat = kAcoswt = E(t), 显然 此 时 
О АЖА ВЯ, Н А = РЕ Кін РЕНТА E PFP 51 
ER RAAR o 

根据 式 (1 -1) 和 式 (1 -7) ,系统 的 运动 微分 方程 可 改写 为 


E(t) + 260,200) + wrtt) = a flt) = w Acos ot 


(1 - 26) 
设 上 式 的 解 为 
x(t) = Xceos(ot-— ф) (1-27) 
将 式 (1 -27) f AX -26), 得 
ХІ (o1 - шУсозр + 26ш, tsinp | coseof + 
X[ (o — o eing - 260, weosgp ] sinet 
= w Acos wt (1 — 28) 


由 于 式 (1 -28) 对 任意 时 刻 上 都 应 成 立 ,因此 等 式 两 边 cosox singt 
对 应 项 的 系数 应 相等 ,于 是 得 
X[ (o, -w cosp + 250, asing] = wA 


| (1-29) 


X[ (w – w )sing - 22а, tcosp] = 0 
? 


以 上 上 两 式 联 立 得 
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X = 一 -一 -一 (1-30) 
JUL- iwo) + (2£oZ@,) 
_ 2£m/ «a, _ 
p = aretan 5 (1-31) 


ны Edge ur A, A Hi BESX PEE Së ZE Ep A ih F OU ELA 
КЕТ НУ, El J Po 38 28 E3 VC hh 38 ЧАНТА; I hz E Jr CERERI T 
由 式 (1 -31) ІҢ 83H 225 e EWE S BETTE o, ë ARR, E 
激励 频率 o WHA, DEGERE 与 系统 对 初始 条 件 的 自由 振动 响应 
中 的 初 相位 炎 有 本 质 的 差异 ,这 里 的 相位 差 是 由 系统 的 惯性 引起 
的 ,一般 系统 的 响应 总 是 于 后 于 激励 ,滞后 的 时 间 为 pw; 响应 的 
振幅 除了 与 系统 的 固有 特性 о, 和 和 志 有 关外 ,还 与 激励 频率 a 有 
关 , 如 困 记 


Hlo | = — l (1 - 32) 


STL- (w/a) ] + Q£/w,)* 
H| | Ho) | d&zs 5 Bes pz BU E dg X SRAN РЕВ ЕА 
态 位 移 之 比 , 故 称 |H(w) | 为 系统 的 放大 因子 。 

仔细 研究 放大 因子 | Н(ө) | ЖАН v ВЖИ ВЕ о, 2 及 
激励 频率 o 的 变化 而 变化 的 规律 ,可 以 得 出 许多 有 价值 的 结果 。 
为 此 ,下 而 研究 | HOo) | A Вб о, .tw 的 变化 性 态 。 

(1) | Hw) | B e, „2.0 E HE (Et dh 

以 激励 频率 о 与 系统 无 阻尼 时 的 固有 频率 o, 之 比 为 横 坐 标 ， 
ЕПСУЕЕКЛГЕЛ ЕЕ ЧЕ -32) 给 出 的 不 同 幸 时 的 曲线 ,如 图 
1 -$5 所 未 。 由 于 |H o) | 直接 反映 系统 响应 的 振幅 ,因此 这 些 明 线 
称 为 幅 频 特性 曲线 . | HC) | 也 就 称 为 系统 的 幅 频 特性 。 

图 1 -5 中 的 幅 频 特性 曲线 显然 具有 以 下 特性 : 

(D оло, <1 时 , 即 系统 的 激励 频率 很 低 时 ,| 五 (@) | 一 1， 
特别 当 w=0 时 , | HC) | =1。 因 此 ,不 论 系 统 的 £ 值 如 何 , 所 有 
Hir 5] H(0) | =1 开始 。| HC) | =1 的 物理 意义 是 :系统 响 
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1 


图 1-5 幅 频 特性 上 则 线 


应 的 振幅 三 约 等 于 系统 在 恒 力 五 作用 下 的 静态 位 称 A. F ox 
后 ,4 的 大 小 主要 取决 于 系统 的 静 刚 度 ,因此 ого, < 1 的 区 域 称 
为 "刚度 区 ” ,或 “刚度 控制 区 ”。 妈 系统 在 这 一 多 域内 的 特性 主要 
由 系统 的 刚度 决定 。 

© 35 o/o, »» 1 时 , 即 激励 频率 很 高 时 ,| НСО) | <1 ,特别 当 
to f. | HQ) | 一 0。 这 是 出 于 系统 惯性 很 大 ,来 不 太 对 高 频 
激励 作出 反应 ,因此 ого, > 1 的 区 域 称 为 “惯性 区 ”, 或 “质量 控 
制 区 ”。 系 统 在 该 区 域 中 的 特性 主要 由 系统 的 惯性 决定 。 

QD 34 m/m, = 1 Bj , BR BC В o 的 等 于 系统 的 无 阻尼 固有 
频率 w, Hf , 幅 频 特性 曲线 出 现 峰 值 。 啊 应 的 振 灶 XX 会 高 出 系统 
在 恒 力 下 作用 下 的 静态 位 移 4 许 允 倍 。 比 较 不 同 去 即 不 同 限 尼 的 
ЖЕН ЕГІ, МЕМХМЕНЕН £ ЕР WS R Ж. ЕЭ, EE dB 
ВЕК сс 越 大 , 蜂 值 越 小 。 改 变 系 统 阻尼 ,可 以 有 效 地 控制 啊 应 的 
振幅 。 因 此 ,这 一 区 域 称 为 “阻尼 控制 区 ”。 其 物理 意义 是 ;该 区 
域 中 系统 的 特性 主要 由 系统 的 阻尼 决定 。 

Gp 在 阻尼 控制 区 内 ,峰值 所 对 应 的 横 上 坐标 值 随 & 的 不 同 而 不 
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[n] , d fé S X b ti. BR £ 的 不 同 而 不 同 ,到 底 在 秆 么 频率 比 时 出 现 蜂 
值 ,峰值 的 大 小 如 何 ? 为 回答 这 一 问题 , 求 | HC. | 对 w 的 导数 ， 
并 令 其 等 于 零 , 得 蜂 值 对 应 的 激励 频率 为 


e, = о, /1-2£ (1 — 33) 
将 式 {1 -33) 给 出 的 激励 频率 再 代 回 到 | 8(w) | 的 表达 式 中 ,得 
| H(o) | 的 峰值 为 


ЕТСЕ» | = (1-34) 


1 
2E JA - ё 

E 05 2 r ВН, ШЕ o = o, BEL | Н(ө) | НЕ 
| Eo) | ,此 时 我 们 说 系统 发 生 共振 。w, 称 为 共振 频率 ,4 | H(w,) | 
称 为 系统 的 共振 振幅 。 系 统 的 共振 频率 o, 与 系统 无 阻尼 时 的 固 
有 频率 om,, 及 系统 有 阻尼 时 的 固有 频率 os = v1 -二 om 三 者 之 间 
的 关系 为 

о, € ош, < c, (1-35) 

上 式 说 明 三 者 是 不 重 台 的 。 由 式 (1 -35) 不 难看 出 , 当 1 一 
2£ «0 Вр » LAZI, o, 不 存在 。 这 说 明 当 上 > 1/v2 时 ,系统 不 会 
БЕН, НЕ | HG) | «1. 

(5 H - 33) 81, 41 В, о, o, ,共振 峰值 | Н(ө,) | = 
[H(o,) |,180- 1H(w,》|, 则 有 
1 
24 
Q 称 为 系统 的 品质 因子 。 如 图 1 -6 所 示 , 在 峰 信 两 例 , | 8(w) | 等 
于 Q2 Bib ЛУ КЖ ә, o, ЖЗ ЗІЛ Ф о, 与 o, 之 间 的 频 
率 范 围 (w, — o, ) 称 为 系统 的 半 动 率 带 宽 。 

根据 半 功 率 点 的 定义 及 | H(w) | 的 表达 式 ,显然 应 有 
1 


UL- (o, 79,0! T^ + Eww) 


0- |H(o,) | = (1-36) 


| HC, 1) | ш 
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图 1-6 Буа 
0 1 


= — sm (1 — 37) 
2 242£ 


由 上 式 可 推出 
ре: 
因此 ,如 果 通 过 对 系统 作 扫 频 激励 试验 ,得 出 | Н(ш) | 曲线 ， 
在 该 曲线 上 找 出 共振 频率 o, = o, 和 和 半 功率 带宽 tw, — оо) EÑ nj Ei 
式 (1 -38) 算 出 系统 的 阻尼 比 £o 
(2) eo) BB о, „Ёо 的 变化 情况 
3& (1 -31) 描 述 了 系统 强迫 振动 响应 x(1) 和 系统 谐 波 激励 
Кого, ,é 及 激励 频率 o 之 间 的 关系 , 故 
Ж gp(o) 为 系统 的 相 频 特性 。 以 激励 频率 w 与 系统 无 阻尼 时 的 轿 
有 频率 w, 之 比 作为 横 华 标 , 以 p (o) DIESE s ,根据 式 41 -31) 给 
出 的 对 应 于 木 同系 统 阻 尼 二 的 值 的 相 频 特性 曲线 ,如 图 1-7 了 7 所 
示 。 由 图 可 知 , 相 频 特 性 曲线 具有 以 下 特性 : 
(D 34 50 В, ф(о) 0, Н 7 i6 X BL B BH JE EE £ De für 
(Ë , 相 频 特性 曲线 均 从 (0) = 0 开始 ,低频 激励 时 系统 的 位 移 响 
应 x(?) 与 激励 (4!) 之 间 几 乎 是 同 相 的 ,这 与 前 述 钓 "刚度 控制 区 ” 
ы 


£ = 


(1-38) 


I 
әсе 
æ = = 
up ctn 


мала PR FR 


шо 
ez n 


лоһҺ----в----Ж 


图 1-7 相 频 特性 曲线 


中 起 决定 作用 的 是 系统 的 刚度 上 这 一 结论 是 一 致 的 。 因 为 线性 弹 
ЕНЕР ха) 5 TZ BR SEIL E FH a) АНАУ. 

ОҢ өзе, WE ap Co ) т, BE x (0) 5 f( t) BIB GEFB E ,这 与 
前 述 的 “质量 控制 区 ”中 起 决定 作用 的 是 系统 的 质量 m 这 一 结论 
是 一 致 的 。 基 为 质 块 m GUAE RE x (0. 与 其 所 受到 的 作用 态 大 站 
ІНІН ,而 加 速度 ЕС) 恰好 是 与 位 移 x CO EHE LESE IE х(:) Ы) 
是 反 相 的 。 

D 9 юе, Bf, (a) e reZ2 ,这 正 是 “阻尼 控制 区 ”的 转 点 。 
实际 上 阻尼 妖 所 受到 的 作用 力 与 其 两 端的 相对 速度 x (t) ТААН 
的 ,而 速度 € (0) 5S ELE x( t) fer EH т/2 的 相位 差 , 所 以 在 " 阻 
尼 控 制 区 "中 位 移 蚁 应 x(n) 与 激励 力 包 站 之 间 有 7/2 的 相位 盖 。 

D 由 图 还 可 以 看 出 ,系统 的 阻尼 比 上 越 小 ,上 述 特征 越 明 显 ， 
Waj Ч 2—0 В, 4 w Ail o, 时 ,yp 由 0° 32 AE 9] z, 3X — HUE ЯК 
为 倒 相 。# 越 天 ,相位 变化 越 平缓 ,特别 当 £ 上 =y2 时 ,曲线 在 w= o, 
处 的 抛 点 消失 。 

2、 系 统 在 周期 激励 下 的 响应 

上 一 节 所 述 的 谐 波 函数 是 一 种 周 期 函数 ,因为 它 经 历 基 本 周 
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期 T, Б, ХЫ АКА. (АЛ ЯЯ РА ЖЕ НЕРІН) z 
的 一 类 函数 。 局 期 函数 F(1) 的 基本 特征 是 FO) = F(nT, +t)(n = 
1,2,…) ,其 中 是 F(t) 的 基本 周期 。 局 期 函数 可 分 解 为 一 系列 
iB DE eng, Вр S] RE JT HE Fourier 级 数 ,该 级 数 的 每 一 项 均 是 谐 
被 函数 , 且 其 频率 均 是 基本 频率 的 整 倍 数 。 前 面 我 们 已 经 详细 讨 
论 了 单 自 由 度 线性 系统 对 任意 简 谐 激励 的 响应 ,因此 原则 上 系统 
对 周期 激励 的 Fourier 级 数 中 每 一 项 的 响应 均 可 认为 是 已 知 的 , 现 
在 的 问题 是 如 何 求 出 系统 对 整个 局 期 激励 的 响应 。 那 么 到 底 系 统 
对 各 谐 波 激励 的 响应 之 和 ,与 系统 对 整个 周期 激励 的 响应 的 关系 
如 何 ?” 线 性 系统 的 登 加 原理 为 我 们 回答 了 这 一 问题 。 所 谓 线性 系 
统 秋 加 原理 是 指 如 果 系 统 是 线性 的 , 它 在 激励 F. (t) fE P F BJ id 
应 为 x (t) ЖЕН 上 (1) 作用 下 的 响应 为 x, (2), 则 对 任意 常数 
C, Ca: ,系统 在 激励 С.Ғ.С) + CF,(t) 作 用 下 的 啊 应 为 Сух, (2) + 
Cix lt) MAC -1) 所 描述 的 系统 是 二 阶 线性 系统 , 佑 加 原理 对 
系统 成 立 , 因 此 系统 对 周期 激励 F (r) 的 啊 应 ,就 等 于 系统 分 别 对 
F (t) BJ Fourier 级 数 中 各 谐 波 激 励 的 响应 之 和 。 
单 自由 度 线 性 系统 在 局 期 激励 下 的 运动 微分 方程 为 

X(r) + 2£e ili) ох ОУ) = о) (1-39) 
AP f) 周期 函数 。 

为 简便 起 见 ,在 下 面 的 分 析 中 ,我 们 形式 地 记 幅 值 为 4, 频率 
为 e 的 谐 波 函 数 为 4e” ,如果 实际 的 简 谐 丽 数 是 正弦 的 , 便 取 虚 
部 Авіпа 如 果 简 谐 函 数 是 余 纺 的 , 恒 取 实 部 Acoswt。 而 且 从 更 广 
泛 的 意义 上 ,可 将 4 看 作 包 含 相位 信息 的 复数 。 

周期 为 7, 的 周期 激励 Сг) 可 展开 成 形 如 下 式 的 Fourier 级 数 


ЖӘ = S AL enm (1-40) 


式 中 ,频率 为 we = 2 TV T, 的 成 分 称 为 FCU B9 ЗЕЙ”, iii BU 3S 29 

pao(P=2,3,…)》 的 成 分 称 为 高 次 谐 波 。4, 是 频率 为 po, BJ p IK 

谐 波 的 幅 值 , 它 一 般 是 复数 。 根 据 Fourier 级 数 的 展开 定理 ,4, 由 
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Кж 
A. = 2- [rema (p21,2,—«) (1-41) 
i T, Ty^? P ° 
单 自由 度 线 性 系统 在 频率 为 wm ШИНА ЕЛЕНЕ de” 的 激励 
下 的 运动 微分 方程 为 
(E) %2ғш ХО) +œ x(t) = Ae” (1-42) 
I r(t) = Xe" = Н(о) Ае“ = |H (a) | Ае" = 
| X | e" НАҚ А Ез, ЖЕЗ 
40000. 
eYlili.og 
L - (2) [++ 22 5 
AP; H( o ) КЧ КМ SE am RV ра, E TER Y ЕВЕ ВУ D m 
特性 。 
因此 ,系统 在 频率 为 poo, МІН А, BJ p КІН КІН 
响应 H po 、 放 大 系数 | H pw) | 和 相位 差 e, (роу) 4r S28 
1 


H(w) = (1-43) 


Н 一 一 一 2 - 
(ра) I - (розг, )? + i + épo, w. (1 44) 
Hpo) | = — t 
VLA 7 (ро,ә ) ] + (2ғро,/ө,)! 
(1-45) 
_ ZEPO o, _ 
Pp Pwa) = arctan PEE TEE (1-46) 
系统 在 p 次 谐 波 激励 4_ewew 作 用 下 的 响应 (2): 
x (t) = X e = Н(рақ) А, e""" 
= |H(po,) | A, e"? = | 五 | ee (1 – 47) 


青 根 据 香 加 原理 ,系统 在 式 (1 -40) 所 示 的 一 系列 谐 波 的 激励 下 ， 
JA y JE X — 3&2 118 35 ep Foz ВО Til 
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xli} = 5% (t) = Xx g^ = У, Н(ро,)А,е?° 
P=1 
= Š Ира) | A eee 
p= і 


ғ. А ¿L (1-48) 
p=1 


F: 1X,| -|Н(ра,) |А,, |Н(ро) | o, 2r rS (1 745) . 

3 CI -46) 给 出 ,4, 由 式 (1 -41) 给 出 。 

3. 系统 在 非 周 期 激励 下 的 响应 

求解 单 自由 度 线性 系统 在 非 周 期 性 激励 下 的 响应 的 方法 通常 
有 两 种 :一 种 是 Fourier 变换 法 ; 另 一 种 是 脉冲 啊 应 法 。 前 一 种 方 
法 的 基本 思路 是 ,将 F(t} 看 作为 周期 7, — оо 时 的 周期 函数 ,此 时 
系统 的 基 频 wu =1z 有 一 0, 依 周期 函数 的 Fourier 级 数 展开 式 ,此 时 
THE OR 2 [BI BS EE 3E Ao = op 一 0, 困 此 Fourier 级 数 在 wo 一 0 
的 极限 情形 下 成 为 Fourier 积分 。 后 者 是 将 非 属 期 性 激励 f(t) 看 
作 是 无 穷 放 个 在 不 出 时 刻 作 用 的 单位 脉冲 激励 晒 数 的 加 权 和 ,各 
肪 证 的 时 间 宽 度 趋 于 零 ,其 幅 值 趋 于 无 穷 大 ,但 冲 量 为 一 个 单位 ， 
故 称 为 单位 脉冲 函数 。 以 F(1) 在 各 脉冲 对 应 时 刻 的 值 作为 该 脉 
冲 的 加 权 系 数 , 于 是 F(t) 可 看 作为 各 脉冲 激励 的 加 权 和 和 。 首 先 求 
出 系统 在 单位 脉冲 滞 励 作用 下 的 响应 , 即 求 出 系统 的 脉冲 响应 函 
Ж.И S RP ЕШТЕ, ҰРҒАН BS) k hh a pu ТЕЛІ Жі, 
全 可 得 到 系统 对 非 周 期 福 激 励 Ғыл. JH E, FH Ға Жағы 
应 的 时 间 起 点 是 不 同 的 ,因此 , 求 和 时 要 考 虑 各 脉冲 响应 的 时 间 起 
点 。 为 了 方便 起 见 ,我 们 首先 讨论 Fourier HES&TR SK f ИСЕ HE A 
期 性 激励 f(t) 作用 下 的 响应 。 然 后 用 脉冲 响应 函数 法 讨论 系统 
在 非 周 期 性 激励 F(t} 作用 下 的 啊 应 间 题 。 

(1) Fourier 变换 法 

мм JOE xe Бе У, АЕ. 

(D 在 任 一 有 限 的 时 间 间 隔 ( - T/2 ,7“2) 内 分 段 光 请 ; 
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O 存在 以 下 形式 的 积分 | ГИДО А 
那 和 ,对 于 所 有 + 值 ,函数 不 划 可 以 表示 为 Fourier 积分 
Kn = 2 | Со) е“ (1-49) 
式 中 
Flw) = | Aed (1-50) 
zt (1-49) FRA fC) 0 Fourier 积分 , 它 反映 了 fC) 的 频率 结 
攀 。 由 此 可 见 ,信和 号 (r) 在 o + do 频带 中 的 成 分 为 7 (a) 


dove RITH F o)do 看 作为 复 振幅 ,em 看 作为 旋转 因子 。 


显然 F (o) 是 在 频率 o 钼 单位 频带 宽度 的 复 振幅 ,因此 , 称 为 频 
谱 密 度 " 。 有 时 又 将 式 (1 7 49) PROS f(t) 的 Fourier WER, Ж 
(1 —50) 8&7 702) В Fourier 1E 2E B , 两 式 称 为 A(1) 的 Fourier Ж 
BO. 


CAEEOGENTIISIEELIREILT A 
(өзде 24, Hii 1. 1.3.2 节 中 的 讨论 知 ,系统 在 每 一 个 这 样 
的 谐 波 激励 作用 下 的 响应 为 Ho) x= (о) dwew, 由 于 系统 是 


线性 的 ,因此 只 要 将 所 有 这 样 的 响应 全 加 起 来 ,就 得 到 系统 对 CI) 
的 全 部 响应 


хау = 2-| HOC)F(w) e do (1-51) 


Xp: Htw) 由 式 (1 43) 1,200) dix (1-500 iH, rin 
X(m) = H(m)F(wm) {1 — 52) 
WAC -51) 写 为 
elt) = EOL (1-53) 


іб 


根据 Fourier 变换 对 的 形式 ,显然 应 有 
X = i «(еш (1-54) 


Вр x(t) XCo) Ж Fourier 变换 对 ,XX(w) 就 是 响应 x CO) B) 3838 
密度 。 
(2) 脉冲 响应 法 
为 了 用 脉冲 喀 应 法 研究 系统 在 非 周 期 性 激励 作用 下 的 响应 问 
题 ,我 们 首先 讨论 零 初 始 条 人 忻 下 单 自由 度 线性 系统 在 单位 驴 冲 作 
用 下 的 响应 , 即 系统 的 脉冲 响应 函数 。 此 时 ,系统 的 运动 微分 方 
程 为 
mX(t) + cx(t) + (г) = 5(t) 
x, = x(0) = 0 (1-55) 
қ = £(0) = 0 
AP: 8(4) S Rr Bc nb PRG ДА Dirac 8 -函数 ,其 定义 为 


Saare р s MET suy Suq: «5:585 
farz] tzaa cm 
zh(1-56) ë zS P. Dr ЖОРА Bk pP ВЕ — 0 , R IK B — о, R R 
作用 冲 量 等 于 1. 
式 (1 -55) 中 的 零 初始 条 件 表示 系统 初始 时 处 于 青 正 状态 ， 
在 1=0 时 刻 , 突 然 受 到 (的 作用 ,由 于 5(1) 作 用 的 时 间 极 其 短 
促 , 困 了 此 可 以 将 必用 结 东 后 的 瞬时 记 作 上 =0-。 接 力学 中 的 冲 量 
定理 ,物体 动 基 的 增加 等 于 必用 于 物体 的 冲 量 ,因此 有 


mi(0*) -mà(0) = 1 (1-57) 
Hb 5(0)-9,ҒЕЖ SIERRA ,获得 了 一 个 初速 度 
4(0*) = s = т (1-58) 


上 上 述 分 析 表 明 ,尽管 5( 归 在 形式 上 是 一 过 程 激励 ,得 69 的 
作用 时 间 极 得 ,其 最 终 效 果 号 相当 于 一 个 初 过 度 为 (0°) =17 
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m WWE х(07) =0 的 初始 激励 。 因 此 式 (1 — 55) XR BS El 
题 ,转化 为 由 下 趟 表示 的 初 值 问题 


тада) &ck(:) + kx(2) = 0; x(0) = 0; (0) = 一 


(1 — 59) 


由 1.2 池 中 对 系统 的 自由 振动 啊 应 的 讨论 ,不 站 假设 系统 
为 小 阻尼 情形 , 则 可 得 式 (1 -59) 的 解 为 


x(t) = l e "singt (1-603 
ma, 


AP: o E o, HUE SCUL 1.1.2 35, 
2375 fi 9 D, , 记 系 统 对 单位 脉冲 激励 的 啊 应 为 (#0), 则 综合 
起 来 可 得 系统 的 单位 脉冲 哆 应 函数 为 


0 (t < Ü) 


h(t) = | P (1-61) 


e “ыла (t > 0) 
m, 


BIL E 5 ВА u BTEK PR 3 uit) 为 


0 (:<0) 
ult) =] (1 - 62) 
1 m0) 


Jiu дА y Ec SPA y ра h(t) 可 表示 为 
h(t) = BE) е-е ріне, (1-63) 
mt, 


现在 ,我们 来 讨论 系统 在 非 周期 性 激励 Fe) TE HI КІН М/Н) 
题 。 对 如 图 1 -8 Biz IHE GER Io SC FO), HP R FEA 
列 脉冲 激励 的 组 合 ,任意 时 刻 r 的 脉冲 力 为 FE “Ат: (172), 
其 中 F(z)A7 相当 于 冲 量 值 。 由 以 上 的 分 析 可 知 , 系 统 对 于 7 时 
Ja B) дА ВКР 50е -7 激励 下 的 响应 为 h(t т), Ш, ЖОНЕ 
H F(z)À т 的 脉冲 油 励 的 啊 应 为 F(T) - Az. h(t -+)。 由 线 狂 系 
统 的 到 加 原理 ,显然 系统 对 t+ 时 刻 以 前 全 部 脉冲 激励 响应 的 和 即 
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图 1-8 Ht FCOZHROS Bk (ERR I 


为 系统 对 任意 激励 灭 (的 啊 应 , 现 其 和 为 2 Ғ(т)АтА(2-т), 
Ат-0 时 , 求 和 变 为 积分 ,因此 系统 对 任意 激励 F(t) 的 响应 为 
x E [rey G is (1 - 64) 


即 xlt) = 2C). | Perje sing, (a -т)дт (1- 65) 
mo, Jo 


式 (1 -64) 所 示 的 积分 称 为 Fr) 5 kO KERE, Е-Е 
分 析 可 知 ,| FACe е) а= | АСЕ) РС т) бт, Е) у АС) 
卷 积 积分 可 记 为 :F (7) ж h(t) ,因此 

x(t) = F(t) * h(t) (1-66) 
比较 式 (1 -52) 和 式 (1 - 66) ,不 难看 出 ,在 频率 域 上 响应 是 
H(o) 5j R(oy 之 积 ,而 在 时 间 域 上 响应 是 F(5) 与 h(t1) 的 郑 积 。 

HT Х(о) 5 z(t) 为 Fourier ZEB X], BR Hlo) 与 h(t) 也 应 为 

Fourier ЖАЯ, Pk E, 


Но) = ШОРА (1-67) 


h(E) THRO (1-68) 
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12 ZB Án B 


ЖӨКЕ RAA de Ji E SE %8 KE bk. , Ну. КИ BH TE. 
等 都 具有 连续 分 布 的 性 质 。 严 格 地 说 ,在 理论 上 这 样 的 系统 具有 
无 限 多 个 自由 度 ,需要 用 但 微分 方程 来 描述 才 行 。 但 是 在 工程 实 
际 中 ,往往 将 许多 这 样 的 系统 简化 成 集 总 参数 系统 。 例 如 , 舰 船 上 
弹性 支 淖 的 机 械 设备 ,由 于 设备 本 身 的 柔 度 较 隔 振 器 的 柔 度 来 说 
小 得 多 ,因此 ,往往 将 设备 本 身 的 弹性 忽略 不 计 , 将 其 当 作 刚 体 。 
认 岳 述 任 一 刚体 的 运动 ,需要 确定 刚体 质心 在 空间 中 的 平 动 及 绕 
通过 质心 的 三 根 相 互 垂 直 的 坐标 轴 的 转动 , 即 需要 6 个 坐标 , 即 空 
间 中 的 刚体 具有 6 个 自由 度 , 因 此 ,弹性 支承 的 机 械 设备 可 简化 为 
— 6 自由 度 的 系统 。 同 理 , 双 晨 隔 振 的 机 械 设备 可 简化 为 一 个 
12 自由 度 的 系统 ,而 对 浮 憩 隔 振 来 说 ,着 弹 性 地 安装 在 符 架 上 的 
设备 的 个 数 为 n, 则 系统 的 自由 度数 为 (n +1) хб, 


1.2.1 系统 运动 的 微分 方程 组 


一 般 ,n 自由 度 的 离 数 线性 振动 系统 ,要 用 个 联 立 的 二 阶 常 
被 分 方程 来 描述 , 几 和 矩阵 形式 表示 则 具有 忒 河 阻 尼 系 统 的 运动 微 
分 方程 组 为 

іт1|%0)) + Се] 1400) + САСО) = 1FCOI 
(1-69) 

AP: [т] n Bi BS Ph Bk kE EE , EH ЖЕРЛЕ ЕНЕ, БМҚ 
Ж.Ш m, =m .p,gq=1,2,- n; | e] л Ë НМ, A AE 
的 限 尼 元 素 组 成 , 它 是 对 称 阵 , BE с = 6,.p,q 71,2, n; [А] 
п 阶 的 刚度 矩阵 ,由 系统 的 刚度 元 素 组 成 , 它 也 是 对 称 阵 ,有 妈 有 
分 别称 为 系统 
ИЛ УАР LETS. Cp Br S AK Е, ПЧ E n EO) Ж 
系统 的 激励 力 列 矢量 , EE ЕН, 
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А3 m] [e] ГИНМЕМЯН РЕ, , 即 它 们 的 所 有 非 对 角 元 素 
为 零 , 则 式 (1 -69) 相 当 于 个 相互 独立 的 二 阶 常 微分 方程 , 任 一 
方程 的 求解 均 可 按 1.1 节 中 的 方法 进行 ,各 坐标 之 间 没 有 相互 率 
BE ,我 们 说 这 样 的 系统 各 坐 标 之 间 不 存在 耦合 ,这 当然 是 我 们 极力 
寻求 的 理想 情形 。 在 一 般 情 形 下 ,[ 严 ]、[e] ІІ АХ 
ЕЕ. Min] PARAR RM OG ZR HETE TE TVA ИЕА: ЧЕ ЖУ 
对 角 阵 时 ,我 们 说 系统 存在 弹性 耦合 ;对 于 阻尼 矩阵 [c] 可 分 两 种 
情况 讨论 : 

其 一 是 等 比例 阻尼 情形 , 即 阻尼 矩阵 [ec] 可 表示 成 质量 矩阵 
[m] IBI] BE SB [EE [ k] BO SICHER Gr s BD [ e] n] л Аў 

[e] = alm] + ГЕ) (1-70) 

其 二 是 非 等 比例 阻尼 情形 ,此 时 我 们 得 在 状态 空间 中 来 求解 
1061-69), 

1818 — 1 B) E LE BR BUSTA OEC ASE EE ИНА ЖЕН, # E 
是 否 存 在 耦合 与 坐标 选择 有 关 。 一 个 特定 的 系统 ,在 其 组 坐标 下 
nf RETE CE UR FERAE ,但 在 另 一 组 坐标 下 可 能 只 存在 弹性 耦合 。 下 
面 的 讨论 就 是 如 何 选择 坐标 ,使 系统 既 不 存在 惯性 耦合 ,也 不 存在 
弹性 耦合 。 


1.2.2 无 阻尼 系统 的 自由 振动 特征 值 问题 
n 自由 庆 无 阻尼 振动 系统 作 自 由 振动 时 的 运动 微分 方程 组 为 
[m]ixCO I + Lk1ixCO = ioi (1-71) 
Lip ЕЕЕ ШЕ, H k 
Ix(0] = а) (1-72) 
式 中 : {uj 为 常 系数 矢量 ,将 上 式 代 入 式 (1 771) ,得 
Га) {а Се) + Ck) ulfCo) = 101 (1 - 73) 


上 式 表 示 于 个 齐 次 方程 ,分 开 来 写 有 
21 


fO) утта +00) Уаш =0 (р-1,2,-5,н) 


(1-74) 
对 上 式 分 离 变 量 ,得 


P. Y ku, 
Xo 2d 5^ (p212,-,) (1-75) 


n 
> ти, 


式 (1 -75) 的 左 端 仅 与 时 间 + АХ, ИХ S ЕАО АИ BE Ж 
数 、 质 量 系 数 及 各 坐标 位 移 的 常 系数 部 分 有 关 , 要 使 式 (1 -75) 在 
任何 时 刻 都 成 立 ,其 两 端 必须 等 于 同一 常数 。 又 由 于 斥 划 是 实 画 
数 ,因此 该 常数 必 为 实数 ,不 妨 假 设 其 为 A, 于 是 由 式 (1 -75) 得 


fi + Af( t) = 0; Sk -Ат,3ш, = 0 
(p=1,2,,n) (1-76) 

式 {1 -76) 中 第 一 式 的 解 为 

Кі) = с cos( mt — qr) (1-77) 


式 中 : o = /À , 它 是 实数 ,为 简 谐 运动 的 频率 ic 为 任意 常数 。 
= А = RARO 776) 89988 — 35,48 | 


y o, -өйт,)ш, = Ü (р«1,2,--,а) (1-78) 
式 (1 -78) 为 uw,(g=1,2,…,n) 的 齐 次 线性 方程 组 ,将 其 写成 矩阵 
形式 , 则 为 
([k] —e'[m])lsl = 19) (1-79) 
根据 线性 代数 的 知识 ,要 使 iu| = 10| 有 非 平 凡 解 , 则 1wl 的 
系数 行列 式 必 须 为 零 ,于 是 得 系统 的 特征 方程 为 
det([k] - e^ [m]) -0 (1 ~ 80) 
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ERE w Hn KARRI E, ШЕНІНЕ | 和 质量 矩阵 [m1 是 
正定 的 实 对 称 和 矩阵 , 则 式 (1 -80) 的 = 个 根 均 为 正 实 根 ,它们 对 应 
于 系统 的 = 个 自 振 频 率 。 假 设 系 统 设 有 重 根 , 则 按 由 小 至 大 的 硕 
序 将 各 个 根 排列 起 来 ,有 


2 2 
оң < Gu < "v < (t, 


式 中 ; o, 称 为 系统 的 基 频 ;A, = о (r=1,2,…,n) 称 为 系统 的 
个 特征 值 。 

将 各 特征 值 代 入 式 (1 -79) ,可 求 得 各 和 A, = o, 对 应 的 特征 矢 
а) ,1 上 又 称 为 系统 的 模 态 矢量 或 振 型 失 量 。 第 "> 阶 自 振 
频率 о 及 其 对 应 的 模 态 矢量 fu …} 就 构成 系统 的 第 r ИЕ, E 
表征 了 系统 的 一 种 同步 运动 的 模式 。 由 于 系统 共有 T BARRE 
afr=1,2.…:n) 及 其 对 应 的 模 态 矢量 [we 7” |(ғ-1,2,--,а), 4 
此 系统 共存 在 m= 种 同步 运动 的 模式 ,每 一 种 同步 运动 均 为 简 谐 运 
动 ,其 作 简 谐 运 动 的 频率 为 о, ,各 坐标 间 的 相互 关系 为 |u"|。 系 
统 的 第 r 种 同步 运动 可 记 为 

taD ? = [407 | cos( wt — ф,) (r = 1,2,:-,n) 
(1-81) 


式 (1 -81) 中 省 去 了 常数 EB N O 本 身 含有 一 个 待定 的 仔 
意 常 数 , 它 没有 给 出 各 坐标 的 绝对 振幅 ,只 给 出 了 各 坐标 间 的 相对 
жін, ву, 是 待定 的 任意 常数 。 

由 于 式 (1 -81) 是 齐 次 方程 , 依 线性 代数 的 知识 , 齐 次 方程 的 
解 的 线性 组 合 也 是 该 方程 的 解 ,因此 无 阻尼 系统 自由 振动 的 通 
解 为 


аб) = У еш совал -wy,) (1-82) 


AP: c, a, Cr = 1 2... n) E: НИЕ ЕЕЕ ЕЖ. 
必须 注意 的 是 ,以 上 求 出 的 特征 矢量 和” } 本 身 含 有 一 个 任 
意 常数 ,因此 , 它 只 是 规定 了 该 矢量 在 空间 中 的 取向 ,并 没有 规定 
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该 矢量 的 大 小 ,这 为 我 们 对 其 进行 正规 化 或 归 一 化 处 理 留 了 一 定 
的 余地 。 为 讨论 特征 矢量 的 正规 化 问题 ,我 们 先 讨 论 特 征 矢量 的 
一 条 重要 特性 , 即 它 们 对 质量 矩阵 [m] 和 对 刚度 矩阵 [天 ] 的 正 
交 性 。 

假设 o, 和 w, Еп 自由 度 无 阻尼 系统 的 两 个 不 同 的 固有 频 
率 , 即 co, s co, , 它们 对 应 的 特征 矢量 为 ju 和 | 中 |。 则 由 式 
(1-79),Ж 


[k] iu^ | MM 
ГА а р = ета | 


对 式 (1 - 83) 8928 — 31 4c He (Lu/7 并 取 转 置 ,第 二 式 左 乘 
Іш T RBR m] LL E] EJ E XJ EF BE ,它们 的 转 置 就 等 于 其 自 
身 , 可 得 


(1-83) 


lu" TCE] fu] = af ]u'" E'Em] 1a" | 


| (1-84) 
Lu? PCR] uO) = oru? Pm] Lu? | 
将 式 (1 -84)》 的 第 一 式 减 去 第 二 式 得 

(2 = ө?) 1ш |'Im]iu?] 2-0 (1-85) 


由 于 (wr - o, ) 0 , BE AU 
fu P'[m]Iau?) 20 (ғ, = 1,2,--,n;r v s) 
(1-86) 
将 式 (1 -86) 代 人 式 (1 -84) 的 任 一 式 , 可 得 
ш? РЕЗ р 20 (ғ, -1,2,--,пҙғ Æ 8) 
(1-87) 
式 {1 -85) 和 式 (1 -87) 就 称 为 特征 矢量 对 质量 矩阵 [ 严 ] 和 了 刚度 
Ж РЕГЕ] ЕЗ, 
由 于 [m] [k] ЕУ, ІНЕ Ca Гаа |. 


EM МЕЗ Eu | 《r = 1 ,2,--.а) 均 为 正 实数 。 记 
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а Em] шәр = M, (е-1,2,-,а) (1-88) 
iu? "ГАЈА р 2 K. — (r2 d,2,,n) (1-89) 


M, fü K, 分 别称 为 系统 的 第 + 阶 模 态 质量 和 第 + 阶 模 态 刚度 。 由 
式 (1 -84) 知 ,系统 第 r 阶 模 态 频率 o, 与 M, K, 的 关系 为 


K 
шә, = ім. (r = 1,2,-“,л) (1 ~ 90) 


因此 对 于 系统 的 第 r 阶 模 态 来 说 , 模 态 频率 与 模 态 质量 、 模 态 
刚度 的 关系 与 单 自由 度 系 统 是 一 样 的 。 

下 面 我们 讨论 模 态 矢量 的 正规 化 即 归 一 化 问题 。 前 面 已 经 说 
过 ,第 > 阶 模 态 矢量 | ”| 中 存在 一 个 可 取 任 意 值 的 比例 因子 ,为 
方便 起 见 ,不 妨 在 1 2 | 中 遍 除 ЛМ ЕУ шо | 的 规 一 化 处 理 ， 
并 仍 记 归 一 化 处 理 后 的 模 态 矢量 为 fu"|} , 则 由 前 面 的 讨论 知 , 下 
述 等 式 成 立 


luto] [тә = 8, (rs = dus] 
(uP РАТЫ} = 28, 
(1-91) 
若 记 系 统 的 模 态 矩阵 为 
[u] = (Coilao taohD G -92) 
则 显然 有 
[uj ps Tree 
Қ 
imita =| Е | MO 
X 


1.2.3 3k DU EET BB JE 35 2: Ë) А Hi ў 5 FE 


n ВНЗ ВЖЕ B Hi SHINE B) 52 0 T 0] 
[т] я (4) + Геја) + ГАТА) = IO; 
(1-94) 
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AH [eb za[m] 306181, 
设 系 统 对 应 的 无 阻尼 系统 作 自 由 振动 时 的 运动 微分 方程 为 式 
《1 -~ 了 I)。 击 上 节 的 讨论 知 ,我 们 可 以 求 出 无 阻尼 系统 的 固有 频 
Ж оо,(ғе1,2.-,л), ЖАЫМЫН-ТЫН ЕШ із” (г, 
2:-,һ). а fE 235023 PP F HEA НІН А Ы ЗЫН 
fuj S3 (1-92)Brzs , ER EE EE [ uj] 对 质量 矩阵 [ m ] HUI BE SE 
PELE]BJIESETEARISE (1-93) МЖ. 
ЖӘНЕДЕ ЕРНІНЕ 2 S BJ) ЕВ A Pr у 
Ix(00 1 = xl; 1%(091 = dl (1-95) 
为 求 式 (1 —94) Қ (1 -95) 所 给 出 的 初始 条 件 下 的 解 ,首先 
МЕ АЯҒЫНА PEDES PUE ЗІ РНН Ж 
ЗРЕЛА УВ А К ВЕ ЗА тін rh +q 8 gh xy n РЕ 
分 方程 。 在 该 空间 中 对 每 个 方程 均 用 1.1 节 中 的 解法 求 出 自由 振 
动 响应 .然后 再 作 反 变换 ., 求 得 在 原 物 理 空 间 中 的 解 。 为 此 在 式 
(1 -94) 中 作 坐 标 变 换 
{rci)!} = Га)! (1 — 96) 
HRO -IRAR -94) HER u], 

(Cul Са Са) С) + Сга Геја) б) | + 
(Гаа) iali = t0l (1-97) 
将 式 (1 -93) 代 人 址 (1 -97) ,并 考虑 到 
[s] [e][#] = Eu) talm] + Bk Eu] 

= w([ul'[m)lul) tae7Tt[ae]) 
M 
= a[ i] + д e. - 2б. 


A \ 
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AP 
got Во? 
уя 


(1-99) 
ШІз%(1-97) ЕХ 


Қ \ 
1698 | 2£ o, нон | e Е = 10) 
\ Y 


(1 - 100) 
` 
e| 26, | 
` \ 


ARSA 7100) 438 HT n 个 独立 的 常 徽 分 方程 
8.0 +220, {DE + озар, (20) = 10] (ғ-1,2,-,п) 
(1 — 101) 


\ 
2 


2). 


均 是 对 角 和 矩阵 ,因此 各 坐标 间 没 


ERO -96) 中 左 乘 [u] [m],f& 
([u]' ml]! u] >it = СІШІГітіуім(еуі 
(1 - 102) 
考虑 到 式 (t -93) ,得 
Im(0 E = (аСт) 100) | (1 - 103) 
因此 , 式 (1 -101) 的 初始 条 忻 为 

1900) | = iml = (ej [m] int 
ICO} = iml = СГІті121%1 
根据 1.1.2 节 中 的 讨论 知 , 式 {1 -101) 的 解 为 


mq, CE = ce *"" cos( wt X d) 


| (1 - 104) 


= e "(e cosp, сово + c sinb sinoat) 
(r = 1:2, қ) (1 - 105) 
式 中 
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о, = ҮЛ -Ew (ғ-1,2,--,) (1-106) 
令 式 (1 -105) 中 :=0, 有 
1,(0) = c cosp, (ғ-1,2,-,а) (1-107) 
求 式 (1 -105) 对 时 间 上 的 导数 ,得 
%Оа) = 


- £, mn, Cr) + e “(с шу Siniy cose, t - C. Qa сов) Sinot) 


(1 - 108) 
于 是 
7,00) =- £c, -e cosp, tewasing, (г = 1,2,--,n) 
(1 — 109) 
综合 考虑 式 (1 7104) 的 第 一 式 和 式 (1 - 107) ,得 
c conh, = fu] [m]! x, | (ғ = 1,2,--,n) 
(1-110) 


可 得 


csing, = —— [n9 [Em] CL i] UT META 
dr 


(r = 1,2,--:,n) (1 — 111) 
将 式 (1 -110) 和 式 (1 -111) 代 人 式 (1 - 105) f8 


m. (t) =e | fu) [m] Ix, ] cose, + 
arl? FERT CASE E bns sinus] 
= ебе u ртг] | | X9] созді + 


Hil ж бео а айта г) (7 = 1,2,..,n) 
аза, 


(1 - 112) 
28 


显然 , 求 出 了 在 模 态 坐 标 中 的 自由 振动 响应 六 (b (r=1， 
2,…,n) 后 ,由 式 (1 -96) 可 以 很 方便 地 求 出 在 物理 坐标 中 的 自由 
振动 响应 。 


1.24 等 比例 慕 滞 阻尼 系统 的 强迫 振动 响应 


具有 等 比例 黏 灌 阻 尼 的 = 自由 度 线 性 振动 系统 作 强 追 振动 
时 ,其 矩阵 形式 的 运动 微分 方程 为 式 (I -的 ) ,其 中 [ec] =a[m] + 
BL#]。 该 系统 作 强 迫 操 动 时 的 通 解 应 为 在 初始 条 件 下 作 自 由 振 
动 的 通 解 与 作 强 迫 振动 时 的 特 解 的 全 加 。 上 节 中 我 们 已 经 给 出 了 
该 系统 在 初始 条 件 下 作 自 由 振动 时 的 通 解 ,由 式 (1 -112) 知 ,该 
解 包含 了 一 个 指数 礁 减 因子 ,因此 时 间 稍 长 一 点 ,该 解 会 自然 讨 碱 
至 零 ,因此 本 节 我 们 所 讨论 的 系统 强迫 振动 响应 只 考虑 系统 作 强 
迫 振动 的 特 解 。 
ARERO -69) ,显然 我 们 首先 得 求解 式 (1 -69) 所 对 应 的 
无 阻尼 系统 作息 由 振动 时 的 特征 值 问题 式 更 假设 通过 对 式 
(1 -71) 的 特征 值 分 析 ,已 求 出 了 系统 的 园 有 频率 w, (r 1,2, n) 
反对 应 的 对 质量 矩阵 妇 一 化 了 的 模 态 矢量 {2} (r=1,2,…,n)。 
为 对 式 (1 769) 8, TEJE I (1 - 95) 的 坐标 变换 ,并 前 乘 
[а 1", JUS (1 -69) 变 为 
(Lul Cmi 2) {i + CEul Celle] 03(2 1 + 
([u])'[k][lul)lnO 1 = Lu]' EFCO H (1 - 113) 
ERO -93) 和 式 (1 298) LA EX, 48 
Y 


LIO o» KIOL 


қ 
ГІТІЗСЕУІ | 2£ , 
\ 


\ 
= [ul*1F(COI (1 - 114) 
上 式 相 当 于 5 个 独立 的 单 自 由 内 系统 作 强 迫 振动 的 运动 方 


ЖЕ, Вр 
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HE) %26ш, + оар, (t) = ju? ЕЕС) | 
(ғ-1,2,--,п) (i - 115) 


TE COE hu e RES Ср BL AUI TE Se h, ДЕЗЕ LR PEE, 
其 解 的 求法 及 解 的 形式 在 1.1 节 中 讨论 单 自 由 度 系 统 时 均 给 出 
了 。 因 此 式 (1 -115) 的 解 可 以 认为 是 已 知 的 。 求 出 了 m (0) (r = 
1,2, ,nn) 后 ,运用 式 (1 7 96) ,不 难 求 出 系统 在 物理 坐标 中 的 解 
асг) fa 


1.2.5  —M SL RE SB FE # Se 


S E 3 Bt rb £F TE HR BH — E 89 ИННА Б. ЖЕНІЛ 
ЕЖЕН, SERRA Ba 28 Al S FE EE BE PF SR: 89 4 .规格 不 尽 相 同 ， 
受 力 状 态 也 不 尽 相 同 ,而 且 局 种 材料 的 阻尼 系数 在 拉 伸 ,前 切 等 不 
同 阻 尼 机 理 下 差别 相当 大 , 故 实 际 系 统 大 都 不 是 等 比例 条 灌 阻尼 
系统 。 此 时 系统 局 时 存在 惯性 耦合 HERS HERA. HER 
型 分 解法 不 能 使 其 同时 解 艳 ,下 而 就 用 K. А. Foss 在 1957 年 提出 
的 降价 法 来 讨论 一 般 竺 滞 阻 思 系 统 的 响应 问题 。 

系统 的 运动 微分 方程 仍 为 式 (1 -69) ,其 中 [m]、Lej]、L1 均 
是 对 称 正 定 的 ,但 [ce] 与 [kj 、[ mj 的 线性 组 合 不 成 比例 关系 。 令 


[0] [m] -[m] [0] 
[m] lU d [0] " 


ial TT 
H =d preo! | | 
[F| 


tal 
|0091 (1 — 116) 


un =| 


Ш 


则 式 (1 - 69) 可 写 为 
[R] - 121 + [S] - 1ZI 
它 的 齐 次 形式 为 


ІВ1-12) + [S5] - HZ] = 10) (1-117) 
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式 (1 - 116) 12) 的 一 阶 微分 方程 组 ,其 中 [R]、[S] 是 2nx 
2n 的 方 阵 ,12Z1 .121.10(t) 1 是 2n x 1 PAX E 


|200) = еф (1 - 118) 
并 将 其 代入 式 (1 7117) ,得 
a[R]- ibi +[S] - iji = 10) (1-119) 


因为 [mj] [k] EER, АКГ ЈЕР, ІЗІН P xn] A 


- [S] [R]: 14! = |j) (1 - 120) 
ES -[m]" [0] -i 

AP: [S] ` = > [101 = -[S] `' - [R] = 

151 | о ЕЛІ 1 

[0] [7] P 

: aih 

кт Cta]. pej ;其中 [el = h) КЕТЕСІЗ 
阵 。 从 而 得 


[U] Ф} = llo] (1 - 121) 
a 


上 式 是 矩阵 [PE] 的 标准 特征 值 问题 ,由 它 下 以 求 出 2n 个 特征 
{о (j 21,2, 20) ,以 及 相应 的 2n 个 特征 矢量 


e" 
Ee! 2 wn ) 


| (j21,2,^,20) (1-122) 
(т?) 


显然 对 于 稳定 系统 来 说 ,a КЕЛІ ЖЕК, анат З 
部 的 复数 ,而 且 复 根 是 作为 共 忽 对 出 现 的 ,相应 的 特征 天 量 也 是 复 
ЖЕЗ. BUR BEA ETE BI P De PU, ,因此 上 总 是 具有 人 负 的 
实 部 的 复 根 , 且 作 为 复 共 元 对 同时 出 现 , 相 应 的 特征 向 量 也 是 复 共 
9569 o 

假定 系统 没有 重 根 ,考虑 到 [jj [e], Lk] X ВЕ, B 
[R]、LS$] 也 是 对 称 阵 , 则 容易 得 出 特征 矢量 分 别 与 [| 玉 ] [LS 有 如 
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下 的 正 交 性 关系 


人 = Ü 
EP[S] ip") 20 


| = 1,2, -,2n;k = 1,2,--,2т = k) 


(1-123) 


ЕЖЕН ЖЖ, AHF A НЕ ЕНА KR AE РЕНЕ, JA IRELE Pk ch BË 
去 那些 厅 正 交 的 列 矢量 。 当 x, 有 重 根 时 , 亦 可 作为 选择 相应 的 相 
互 正 交 的 特征 矢量 的 标准 。 值 得 特别 注意 的 是 ,上 面 的 正 交 性 关 
REE а 不 等 于 零 的 条 件 下 成 立 的 。 这 一 点 由 [ S] 可 北 就 得 到 了 
和 保证。 因为 [5] 可 北 , 故 [7] 存 在 ,系统 的 特征 值 问题 可 与 为 
a[U] .| 本 | 2i], SIUE o, 等 于 零 ,那么 自然 有 {| = 
(0| , 即 出 现 平 凡 解 ,矛盾 ! 故 实际 系统 wz0(j =1,2,… ,2n)。 

用 特征 矢量 组 成 模 态 抢 阵 [ 男 ] = {PP}, [PP], m, 
|029]], 23801 -116) 中 的 12] = [6] * IEO) Ж ЕЗІНЕ 
性 关系 , 记 


= ФО”). [R] - (9| (1 - 124) 
n 167")* - 19(0| (1 - 125) 
便 可 得 
RE ri) — e,R,E, (1) = 0,0) (m = 1,2,7,2n) 
(1 - 126) 
上 式 的 特 解 为 


Em = E 9 -Tade G = 12, 2) 


(1 - 127) 
ЕКЕЗІЗІКЯН:121,-1Ф1-18,001,01 
- УФ gG) (212,22) 
(1 — 128) 
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于 是 


Хат > т). Za (t) 


= x lp a -Q,(r)dr (k = n,n 1, ,2n) 
(41-129) 
i :=0 6, |х} = {а}, = 5, ВА | ,= 1Z l T 
Аё =E) |o [P] Zis MTR -126) 。 
自由 振动 的 解 为 


£i 三 £y vae (j = 1,2,-:,2п) (1- 130) 
由 上 式 得 
sac Y OP 09 
т > p” “Жұ” е (k = n,n1,--,2n) 
(1 — 131) 
最 后 得 问题 的 通 解 为 


Za 
了 mit ] f aji- 
= DP ° [ £e" -r h” ) 
0,34) (ё = n,n1,-,2n) (1-132) 


由 于 系统 存在 阻尼 ,自由 振动 很 快 会 被 衰减 掉 , 鼓 只 需 考 虚 
xi 有 即 可 。 下 面 只 讨论 


2n 
I ] ј аді-т 
> EC Ф . [е (^7 Q (т) йт 


(E = nin Ту (1 - 133) 
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НЕЕ R.P” a0 ИОА ЕЕ, ic RT ME E SE ВО 
AAETH, HAR 3 3k В DN R AMI ,然后 将 = 个 这 样 的 复 
EEKE., AiE, UEBERS m 与 m +1 Е-Е, E 
们 对 x, 的 贡献 为 


н-1 


1 j пді-т m 
В. = > ее IE ко. Q (r)dr 


ej" [e -Q drt афр > 
о Ra 


[em . 0: (т)ат 


令 
ej" = [P |- e 0,0) = 10,601: ew 
R, = |.| ей"; a, =- m. + io, 
那么 
2 ' _ іт p т 
в, = тр |06" 5 10.00) demi 


cosl wn (t — T) -Om tOn + fmn) ` dr 


МЕСТЕ 
соз(ө,(і-т)-84- 
8, +0.) dr (в-пт,п41,-,2а) (1-134) 
写成 列 矢 量 的 形式 , 则 为 
i 2» Ee | lo |. 
cos(m, (t — T) -On + ө. + 0.) |97 (1 — 135) 
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这 就 是 = 自由 度 一 般 黏 斌 阻尼 系统 在 任意 激励 下 对 应 于 零 杨 
条 件 的 运动 响应 的 解析 表达 式 。 
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第 2 章 连续 线性 振动 系统 


第 1 章 中 研究 的 离散 线性 振动 系统 具有 两 个 鲜明 的 特征 :其 一 
是 描述 系统 在 任 一 时 刻 的 位 形 只 需 有 限 个 自由 度 ;其 二 是 描述 系统 
的 状态 用 的 是 二 阶 常 微分 方程 组 ,而 在 数学 上 对 此 类 和 常 微分 方程 组 
的 处 理 可 以 很 容易 地 转化 为 对 一 组 线性 代数 方程 组 的 处 理 , 因 此 研 
究 此 类 系统 所 需 的 数学 工具 自然 而 然 地 就 是 矩阵 代数 。 

工程 实际 中 的 许多 结构 均 是 可 变形 的 弹性 体 , 当 这 些 弹性 体 
的 弹性 焦 复 力 和 变形 服从 胡 克 定律 时 ,通常 将 其 当 作 线性 连续 媒 
质 来 处 理 , 这 里 的 连续 指 的 是 系统 的 质量 .刚度 .阻尼 等 在 空间 上 
的 连续 不 间断 的 分 布 ,因此 是 宏观 意义 上 的 ,如 果 在 物质 的 分 子 、 
原子 等 微观 尺度 上 来 考虑 问题 , 则 任何 媒质 均 是 不 连续 的 。 

任何 物体 均 可 以 看 作 是 由 无 限 多 个 无 穷 小 的 微 元 体 所 组 成 
的 ,为 描述 物体 未 变形 时 这 些微 元 体 在 空间 中 的 确切 位 置 ,一 般 需 
事先 在 空间 中 建立 一 个 参考 坐标 系 ,参考 坐标 系 的 维 数 视 情况 而 
定 , 可 能 是 一 维 的 ,也 可 能 是 二 维 的 或 三 维 的 。 每 个 微 元 体 在 空间 
中 的 位 置 , 就 由 该 微 元 体 所 占 空间 位 置 在 参考 坐标 系 中 的 坐标 来 
确定 。 物 体 在 变形 过 程 中 各 微 元 体 在 1 时 刻 的 位 置 , 由 其 位 移 矢 
基 来 描述 。 因 此 位 移 矢 量 是 各 微 元 体 在 参考 坐标 系 中 的 举 标 和 时 
ja] :的 函数 ,位 移 矢 量 在 参考 坐标 系 中 各 坐标 轴 上 投影 的 个 数 就 
称 为 该 微 元 体 的 自由 度数 。 由 于 组 成 物体 的 微 元 体 的 个 数 是 无 限 
的 ,因此 整个 系统 的 自由 度数 是 无 限 的 。 为 了 保证 不 引 人 人 几何 非 
线性 ,一 般 要 求 物体 的 变形 为 小 变形 , 邑 各 微 元 体 离开 静止 位 置 的 
位 移 为 小 位 移 。 且 要 求 各 微 元 体 的 位 移 函 数 对 参考 坐标 和 时 间 « 
具有 足够 阶 数 的 连续 贪 导数 。 

由 以 上 分 析 可 知 ,连续 线性 振动 系统 是 一 个 具有 无 限 案 个 自 
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典型 的 连续 线性 振动 系统 有 作 横 向 振动 的 弦 、 作 维 问 振动 的 
杆 、 作 考 转 振动 的 轴 、 作 夸 曲 振动 的 梁 和 板 等 。 本 章 主 要 讨论 连续 
线性 振动 系统 的 运动 微分 方程 .边界 值 问题 在 初始 条 件 下 的 自由 
振动 响应 、 强 据 振 动 哆 应 、 波 在 结构 中 的 传播 特性 .连续 线性 系统 
的 近似 解法 等 。 


21 二 阶 系 统 的 振动 


这 里 所 讲 的 二 阶 系统 是 指 其 运动 微分 方程 归 络 为 二 阶 偏 微分 
方程 的 系统 ,典型 的 有 弦 的 横 癌 振动 `. 杆 的 维 回 振动 和 轴 的 扭转 据 
动 等 。 本 节 讨 论 这 些 系统 的 运动 微分 方程 .边界 值 问题 的 求解 , 系 
统 的 振动 特性 ,以 及 自由 振动 响应 和 强迫 振动 响应 等 。 


2.1.1 纺 的 横向 振动 


图 2 -1(а) AHER IE] $e 3 by SS 96. Ap) 表示 单 位 长 度 
ӘЛЕН В PONE TO X E x SË EE Jj, Fi 
yCx,O 3226855 E. x #b 03 88 Et e НУНО БТЕ НУ Lx 0 为 作用 在 
gx КИ 92 2. 

任意 时 刻 +,dx SR EEG SE ВЛЕ Ji E GL RH 2 — (b) Bros. H 
ЕСЕН, ЕЕЕ y 方向 的 运动 方程 为 

Т(х+ dx)sing(x + dx,t) - T(x)sing{x,t) + f(x,t) dx 


= pla) ds 9 2050). 
当 qx 一 0 ,并 假设 倾角 0 较 小 , 则 有 
T(x + dx) = T(x) + Tar 


ginÜ( r,t} = m 


2 
sinf(x + dx,t) = Priz + — 
x x 
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将 以 上 三 式 代 和 运动 方程 中 ,整理 , 略 去 二 阶 微量 ,并 在 等 式 两 边 
局 除 以 dx, 即 得 纺 振 动 时 的 运动 微分 方程 为 


9 ду(х,2) _ КЕДЕН? 
xL TOO ra CIO = р(х) ar! 


(0 = x = L) (2-1) 


(а) 


T(x+dx) 


EÜCx--dx, t) 


(b) 
Ш2-і EB IR 55 B 3E 
(a) 系统 示意 图 ; Cb) dx ЖЕТЕ. 


同 讨论 离散 线性 振动 系统 一 样 ,我 们 首 千 讨论 式 (2 -1 对 应 
的 自由 振动 系统 的 特征 值 河 题 。 为 此 令 f(x,:) =0, 即 得 系统 作 自 
由 振动 时 的 运动 微分 方程 为 


à 8y(x,1)] - ЖАСЫ?) 
"uo = ] = P (a) 53 (0 < x = L) 


(2-2) 
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解 偏 微分 方程 的 方法 之 一 是 分 离 变 量 法 ,这 相当 于 探讨 系统 
作 同 步 运动 的 可 能 性 ,为 此 假设 


y(x,t) = Y(x)m(t) (2-3) 
将 式 (2 23) 4 A35 (2 22) ,整理 得 
2i 


LPa) Т 
Faa a 


式 (2 -4) 左 边 仅 为 空间 变量 * 的 一 数 , 而 右边 则 为 时 间 变 量 诗 的 
BR ,要 使 式 (2 -4) 在 任意 x 处 和 任意 时 刻 上 都 成 立 ,两 边 必 须 等 
于 某 常 数 。 记 该 常 数 为 4, 得 


date) jul +Am(x) 20; - x [ro sxta] = Ap(x)Y(x) 


E + [| ra 88 


(2-5) 


由 于 系统 中 无 阻尼 , 故 由 式 (2 -5) 的 第 一 式 知 ,系统 存在 同 
步 运 动 的 必要 条 件 是 入 >0 REB 


À = @° (2-6) 
于 是 由 式 (2 -5) 的 第 一 式 可 解 出 函数 (t) 
DF) = Acosat + Bsinot (2 -了 1 


xh. ALB 为 由 初始 条 件 决定 的 任意 常数 。 上 式 表明 ,如 果 存 在 
式 (2 -3) 表 示 的 同步 运动 , 则 时 间 蓝 数 必 为 某 谐 波 函 数 。 谐 波 运 
动 的 频率 wm 由 系统 的 参数 决定 , 详 见 后 面 的 讨论 。 
为 讨论 式 (2 -5) 的 第 二 式 的 解 УОУНЖЕ ЕЕЕ 
质 的 , 即 线 密度 ptxz) 为 常数 ,不 妨 将 其 记 为 p; 同 时 假设 粥 中 的 张 
力 T(x) 也 为 常数 ,将 其 记 为 了 。 则 式 (2 -5) 的 第 二 式 可 改写 为 
«Ма. у(х) - 0 (2-8) 


式 中 В = рТ (2-9) 
对 于 图 2 - 1(a) 所 示 的 两 端面 定 的 纺 ,其 边界 条 件 为 
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y(CO,1) = y( 1,4) = ü (2 — 10) 


ЕП Y(0) = Y(L) = 0 (2-11) 
易于 检验 , 式 (2 -8) 的 通 解 为 
Y(x) = Csinfx + Dcosfx (2 — 12) 


AP: C.D 为 任意 常数 。 
TEIL SR PF Y(O) =0 RAER, 0 =0, FE 


Y(x) = Csinfx (2-13) 
要 使 上 式 潢 足 УСЕ) =0 的 边界 条 件 ,必须 有 
CsingL = 0 (2-14) 


但 此 时 C ЖЕЖ, ЯХ (2 – 13) 9 Ү(х) 20, BEER X C2 73) 
18 Y(x,1) =0, 即 弦 静 止 在 平衡 位 置 而 根本 没有 振动 。 因 此 ,我 们 
得 系统 的 特征 方程 


sinBL = 0 (2-15) 

由 此 可 得 
BL = тт (r = 1,2,--) (2 — 16) 
Bp В, = (r= 1,2,6) (2-17) 


同时 考虑 式 (2 -9) 和 和 式 (2 - 17) ,得 系统 的 为 有 频率 为 
w, = FC T (r= 1,2,:-) (2 — 18) 


ӘЛЕН, = Sk a Ж dE RI 2b is 55, HIR] 2P 3e SJ Ы КЖ 
个 。 各 同步 运动 的 振 划 频率 为 四 гт Тр (r=1,2,…), 它 
A18 SEBOSKZ) T.£& SE HE p 与 长 度 工 决定 。 将 式 (2 - 17) 代入 式 
(2 -13) ,可 得 以 频率 c, 作 间 相 运 动 时 对 应 的 系统 运动 模式 为 


r Tx 


Ү (x> = Csin T 


(ғ-1,2,--) (2-19) 


一 般 称 Y. (х) 为 系统 的 第 r 阶 特征 函数 或 振 型 。 当 " = 工时 ,mi = 
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v 4 T/pL' ,我 们 将 其 称 为 系统 的 基 频 。 由 以 上 的 讨论 可 知 ,连续 线 
性 振动 系统 具有 无 穷 多 个 自 振 频 率 及 其 对 应 的 特征 函数 。 


如 果 记 
2 = JZ (2-20) 
р 
则 式 人 2 -2) 可 改写 为 


дх с ot 
X (2 -21) 就 是 典型 的 波动 方程 ,其 中 。c ӨЛЕР ЕЛЕНЕ, 
BERE. z3k(2 -21}) 存 在 如 下 的 形式 解 
y(x,t) = F,(x -et) + F. (x + et) (2 — 22) 

AP: Бұға НАВЕ AA; F (x — ct) RR VI E c IF) x #H 
IE [5] 5] 388 45388 B OR; Е, Ca + ct) ЖІ с D| z fl a 2J 8 fe 8 
的 波 。 

在 离散 线性 振动 系统 中 ,系统 的 模 态 矢量 和 2 d (r=1,2,…， 
n) Xj ЕН EE m] 和 刚度 矩阵 [中 存在 正 诡 性 ,因此 ,可 以 按 革 种 
规则 对 复 态 矢量 进行 正规 化 或 归 一 化 处 理 。 在 连续 线性 振动 系统 
中 ,其 特征 函数 了 (xzx)(r=1,2:…,) 对 系统 的 质量 分 布 pfx)、 弹 
性 分 布 T(x} 也 存在 类 似 的 正 交 性 ,也 可 以 按 基 种 规则 对 其 进行 正 
规 化 处 理 , 如 果 以 如 于 方式 


POOL: =1 (r=1,2,.…) (2 - 23) 
对 特征 中 数 进行 正规 化 处 理 , 则 正规 化 了 的 特征 隧 数 为 
Ү (х) = /二 sin 一 一 (ғ-1,2,:-) (2-24) 
p 
# Jj UE EH НЕ Bs Š xq ЖЕЛ ТЖ ЕНЕ” 


f pG) Y, C) Y, (я) ds 58, (r,s -1,2,--) 
ü 


(2-25) 
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对 系统 弹性 分 布 的 正 交 性 为 全 
Tx ) 4%. 5) dY, (а) ç 
f," ds 


= «B, {r,s = 1,2,5") 


(2 - 26) 

在 离散 线性 振动 系统 中 ,系统 的 通 解 可 以 表示 为 各 同步 解 的 

各 加 ;在 连续 线性 振动 系统 中 ,也 存在 类 似 的 结论 , 即 系统 的 一 般 
运动 可 表示 为 各 同步 运动 的 倒 加 


у(х,) = > v (x.t) 


= > Y. (x)m,(t) 


= > ІЗ sin (A созда + B sina t) (2-27) 
ді рр L 


有 了 以 上 的 准备 后 ,现在 我 们 可 以 讨论 系统 对 初始 条 件 的 自 
由 振动 响应 和 对 强迫 激励 的 强迫 气动 响应 了 。 首 先 讨论 系统 对 初 
AH ZR PE BU EI da De S jg pu ç 

假设 系统 的 初始 条 件 为 


y(x,0) ш М) 
y(x,0) = %(х) 
在 式 (2 -27) 中 令 上 =0. 并 考虑 到 式 (2 -28) 的 第 一 式 得 


(2-28) 


У, YGOs (0) = v G) 


ERRAR ру, (x) , HEKA Os xm ERD, FRAEN 
性 条 件 式 (2 725) ,得 


п.00) = | ox (z) Y, GO ds 


因 9, (0) =4,, 所 以 
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À, = f o 020, Gods (s21,2,--) (2-29) 
H z£ (2 -27) 4 
F(x,1) = Y Y G0 
联 立 上 式 种 式 (2 -28) 的 第 二 式 ,得 
(z) = Y Y G0) 
Р 5, (0) = Bo, , Br EA 
hla) = Ў Уо) Bo, 


在 上 式 两 边 同 乘 以 py (x) ,并 在 区 间 0<x<L 上 积分 ,考虑 到 正 
交 性 条 件 式 (2 -25) ,得 


B, = T pp Од (de (s = 12.) (2-30) 
x 于 是 系统 在 式 (2 — 28 ) Bre B1 EU] fi ЕКЕН Hi Jë Dg А 27 
ylx,t) = > КЕ сове š * асока + 


x sine, t 


f cox.coes] (2-31) 


М3 ЕДЕН ОЛҚЫ /(х,1) (0 = x = L) BJ , Ж L0 
x БО е 


1 Фуад _ Әу(ам) _ =, t) (0 x x x L) 


c or! ax? 
(2-32) 
| Hrst(2 -27) 代 入 式 (2 232) ,得 
Ero e- У yQ ) = Ка) 


DLE 
0 = x=L (2 - 33) 
x 43 


fr EX PA [а] ЯД pY, (х) PEKA 0 x= L KRA, m 
对 式 (2 -33) 左 端的 第 一 项 ,考虑 到 正 交 性 条 任 式 人 2 -25) ,得 


1 ү Z .. _ 1. 
-> oro 之 Y (xg, (rds = A9 0) 


对 式 (2 - 33) Ac ы, ИЕ APER (EL (2 -26) 和 边界 
AR VF UB 


- [orco < JY) сауа, 


dY,(x) 


Sa fria 


1.0) 


=- > 3, GO pY, (x) 


= dY, (x) ау (х) 
2” 22 ef T— i dx dx 7—45 4% 


1 
а?а, (t) 


x= 


x 


TqdéxX(2-33) ÆJ 
8.0 + im = f GG ds (s = 1,2,:-) 
(2 - 34) 
由 第 1 章 中 的 讨论 知 , 形 如 上 式 的 解 为 
ті) = f sino, C -T)-* Ге ӘЖ ват 


(s -1,2,-“) (2 - 35) 


AP: e(t) Je SR ЕК А CL 
TERA BJ 398 JR F АНЫ 2) 


y(x,t) = Y Еж), (0) (2-36) 
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式 中 : Y GO ,wn,(!) 的 表达 式 分 别 参 见 式 (2 -24) 和 式 (2 -35)。 
2.1.2 杆 的 纵向 振动 


2 -2( ARAKEA L, WI 58 [81 6 JE 41 9A Ju) cet B) FT ,用 
E 表示 组 成 杆 的 材料 的 弹性 模 量 ,4(*) 表 示 杆 的 横 截 面 面 积 ， 
mx) 表示 杆 的 线 密度 。 用 ula, t) 表示 x 处 在 时 刻 上 的 轴 问 位 移 。 
HEE FFE npo d; ETE HUE 9 m 8 2E E ep f(x: o D RUE ERI 
2 -2(b) Bos 86 dx 微 段 的 受 力 分 析 图 ,并 考虑 到 杆 中 的 应 力 应 变 
关系 ,可 推导 出 系统 的 运动 微分 方程 为 


АРТЕ ) Qu(x, 92052]. fs, Du a! m t) 


(2-37) 


gq(x,t)dx 


图 2 -2 作 级 向 振动 的 杆 


边界 条 件 为 
u(0,t) z u( L,1) - 0 (2 - 38) 
系统 作 自 由 振动 时 太 *,t) =0, 于 是 运动 微分 方程 变 为 


S аа) Шаа 0 = aia ) Š Ac QUD) 


ox 

| (0 = x = L) (2-39) 
采用 2. 1. 1 节 中 同样 的 方法 和 步 又 ,为 寻求 系统 的 同步 解 , 令 

u(x,t) = U(x)m(t) (2 — 40) 
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将 式 (2 -40) 代 入 系统 作 自 由 振动 时 的 运动 微分 方程 ,得 


- Lp E44) — = o m(x) U(x) 
l (0 x x= L) 
nC), рд) = 0 
(2 - 41) 


A Y S HE [a] ыл, ëk # УУУ, PB 12 #F ЕЖЕН 
mx) Jg T8 3X т, 2 FF BJ Pë ERE AQ) ВЖЖ A. ІШ 
U(x) ris E Ir T2 

LUG ва) a0 (O=x=<L (2-42) 
x 


z 


式 中 
В? + w — (2 ~ 43) 


НЫ ЕТ B[ SI), ЖАУ ЯА Dag e zJ 00 32 51 УЖЕ 5 g 
[ni ғал ЗЕЛЕНАЯ, НІН, RS JE B IE: 
SEC) ЖЕТЕК НІН S ah 6] hy Т ЈА ӨК EST 38 GEL PE zJ Ue] 
应 ,这 些 询 下 参照 上 节 的 方法 和 步骤 进行 。 

ff 2178 IE УТЕ зга ЕНЕ КИ 255 , RERA 
有 一 定 的 张力 ,使 其 作 横 向 振动 ,在 两 端 必须 将 其 固定 ;但 是 要 使 
杆 作 维 向 振动 , 髓 可 如 图 2 — 2 (a) Bir zc RE PS SEAT ХЕ, uo aD E 2 —3 
(а) тле H — 58 А ЕН. — E , SX ILE 2 — 3€ b ) Bro EL — 58 
I RE 53 — а E š RI RE ОЈ k BU SB ЗЕ ДЫ, sb dn 2-3 
(co) 所 示 将 其 一 端 固定 、 胃 一 端 固 接 一 有 限 集 中 质量 М. Же 
们 通过 讨论 在 不 同 边 界 支承 条 件 下 杆 的 特征 频率 和 对 应 的 特征 函 
数 , 说 明 对 于 连续 系统 来 说 制约 系统 自 振 频 率 和 特征 函数 的 不 仅 
是 系统 的 质量 分 布 和 删 度 分 布 特 人 性 ,还 有 系统 的 边界 支 间 条件。 
因此 , 解 偏 微分 方程 的 问题 也 称 作 边 界 值 问题 。 

对 图 2 - 2 (a) Bron B5 Bim l8] ХЕ ILES 57Р, ECL AE AR UE D XX 
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x m, EA 
L 
(a) -A 
Ілх,і) 
k 
ОСЕ ueste E = 
| X 
x т,ЖА 


(b) 


图 2-3 ЖЕЖ RS IT 


(2 -38) fH 35 F 
U(0) = U(L) = 0 (2-44) 
式 (2 -4 和 42) 的 通 解 为 
U(x) = Csingx + Dcosfix (2-45) 
将 U(0) =0 代 大 式 (2 -45) ,得 
D = 0 


再 将 U(L) =0 代 入 式 (2 -45) ,得 
U(L) -0-С- віші, 
为 使 系统 具有 U(%) 不 恒 等 于 零 的 非 平凡 解 , 必 须 有 
singl = 0 
于 是 ,得 
BL = rm (r = 1,2,--) (2-46) 
联 立 式 (2 -43) 和 式 (2 - 46) ,得 系统 的 特征 频率 为 


ө, -ғт Fr neq.) (2-47) 
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将 其 代入 到 式 (2 -45) ,得 对 应 的 系统 特征 函数 为 
U (x) = Csin "Ға (r = 1,2,9) (2 - 48) 


将 系统 的 特征 频率 表达 式 、 特 征 函 数 表达 式 与 作 横 向 振动 的 
弦 的 特征 频率 ,特征 肾 数 比较 知 ,两 者 在 形式 上 是 完全 一 致 的 。 

对 图 2 -3(a) 所 示 的 一 疯 固 定 \ 一 端 自 由 的 均匀 杆 , 系 统 的 边 
St SR VEO 


u(x,t)l,., = u(O,t) = 0, au (zt) | . = Ü 


上 式 相 当 于 
U(0) = 0 
ай (х) _ | (2 一 50) 
dx » - 0 


将 UCO) 20 AK (2-45) , 1 D-0, FÉ 
U(x) = Cainfix 
Bp 
404) = СрВсоз8х 
将 式 (2 -50) 的 第 二 式 代 入 上 式 得 
CBeosgL = 9 
为 了 使 系统 具有 U(x) 不 恒 等 于 零 的 非 平凡 解 ,必须 有 
cosBL = 0 

Bp 


BL = Qr-1) Š (r = 1,2,-) (2-51) 


于 是 得 系统 的 特征 频率 和 对 应 的 特征 函数 为 
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g eu) EA 


^L >” (r = | 5) (2-52) 


Ux) Csin 0T, сам ЕЗ 42:935 


Р 2 -3(b) B 2 BJ ШЕ. — 55 MEE 26 CU kB SEE 
相连 的 均匀 杆 ,系统 的 边界 条 件 为 
u(*,t) 1..0 = u(0,t0) = 0; 


EA renun | = а), (2-54) 
这 相当 于 
U(0) = 0; ая») u =- UO) |.., (2 - 55) 
将 U(0) =0 代 人 式 (2 - 45) 8 D=0, F E 
U(x) = Сәд» 


将 式 (2 -55) 中 的 第 二 式 代 人 上 式 ,为 使 系统 具有 非 平 凡 解 , 必 
须 有 
= A (2-56) 

X (2 -56) 是 以 BL 为 自 变 量 的 超越 方程 ,可 用 图 解法 求解 ,总 之 
由 上 式 可 求 出 一 系列 的 有 B 值 ,考虑 到 式 (2 -43), 由 这 些 B. 值 ,我 
们 可 以 求 出 系统 的 特征 频率 ;w,(r =1,2,…), 同 理 , 由 U(x) = 
CsinBx 可 以 求 进 对 应 的 特征 负数 U(x) (r =1,2,…)。 容 易 验 证 
当 k— o 时 ,其 解 与 图 2 -3(a) 所 示 的 系统 一 样 。 

对 图 2-3f(c) 所 示 的 一 疯 固定 .一 端 与 集中 质量 村 相连 的 均 
А, Жан W а; 


u(x,t) |... = u(0,t) = 0; EA ди (жы) | 
dx ә 


à u(x,t) 


--M 
ot? x =L 


(2 — 57) 
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这 相当 于 


dU) M PUC) |, (2 - 58) 


(0) = 0, C |a ° g 
同 理 , 将 /(0)-ОЖҚАЗ(2-45),48 0-0, FÆ 
U(x) = Casings 


将 其 代 人 人 式 (2 -58) 的 第 二 式 , 日 考虑 到 系统 应 有 U (x) A TE SË +T 
零 的 非 平 凡 解 ,得 系统 的 特征 方程 为 
іт = BLtanBL (2 – 59) 

EREE BL 为 目 变量 的 超越 方程 ,用 留 解法 ,可 求 出 一 对 
列 满足 上 式 的 8B 值 ,将 这 些 8 值 代 人 式 (2 -43) ,可 求 出 系统 的 一 
系列 特征 频率 :oo,(r=1,2,…) ,网 理 ,由 Cr) = CsinBx 可 求 出 对 
应 的 特征 天数 07 (х) (r=1,2,.…)。 作 为 极限 情形 ,容易 验证 当 
间 一 时 ,系统 的 特征 频率 和 特征 汕 数 同 相 应 的 两 症 固 定 均 名 杆 
系统 的 特征 频率 和 特征 函数 。 而 当 М--0 时 ,相当 地 一 端 固定、 一 
НД E DE 

ЈИ E A [6] Я ЕНТО пра, — Er XE 2E # SE BU tal as 
特性 { 即 系统 的 置 有 频率 与 对 应 的 振 型 ) 与 系统 的 边界 条 件 关 系 
密切 ,这 是 与 离散 系统 有 显著 送别 的 一 个 特性 。 

系统 对 初始 条 人 忻 的 自由 扰动 哆 应 及 在 任意 注 励 作用 下 的 强人 迫 
振动 响应 的 求法 见 2. 1. 1 节 中 的 讨论 ,由 于 系统 的 控制 方程 同型 ， 
因此 其 求解 方法 完全 一 致 。 


2.1.3 轴 的 扭转 振动 


图 2 ~4(a) 为 长 度 为 工 的 俩 截 而 轴 作 扭转 扰动 的 系统 示意 
图 , 设 其 单位 长 度 的 转动 惯量 为 (x) ,材料 的 剪 切 横 量 为 C, 夫 而 
BREA J( z), ЯН М q( x1) ,t 时 刻 x 外 相对 于 x=0 处 
МІН Ж 0(x,:) , 则 根据 图 2 — 4 (b) Bü dx 激 段 分 离 体 图 ,可 得 系 
统 作 扭转 振动 时 的 运动 徽 分 方程 为 
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$e j 38er; E q(x,t) = I(x) — 621), 


(0 x x x L) (2 - 60) 


系统 帮 目 由 振动 时 g(x,t) =0, 于 是 系统 自由 振动 时 的 运动 
微分 方程 为 


ð 36(x,0)] _ 8 8(x,t) 
| 6а) <=] = (а) 7-75 (0 x x < L) 


(2-61) 
q (x. t)dx 
M cy dr 
қодах gix, t) 


(b) 


H2-4 作 扭 转 振动 的 轴 
用 分 高 变量 法 , 令 
0(x,t) = @(x)q(:) (2 - 62) 
将 其 代 人 式 人 2 ~61) ,得 系统 特征 函数 应 满足 的 方程 为 


-Ц сқа) 3e] = Қа) eco (0 < x x L) 


如 果 是 均匀 轴 ,那么 
Ха) = 了 = 常数 ; Ka) = 1 = 常数 
Bj 3 (2 -63) 变 为 


d'6(x) 


4,2 +В Өс) = 0 (D=x=L) (2-64) 


式 中 paa (2 - 65) 


显然 ,已 知 系 统 两 端的 边界 条 件 后 ,由 式 (2 — 64) 的 解 应 满足 
的 边界 条 忻 ,可 确定 系统 的 特征 频率 及 对 应 的 特征 函数 ,其 讨论 网 
2.1.1 节 或 21.2 节 。 

由 于 系统 的 运动 徽 分 方程 与 驴 作 横向 振动 和 杆 作 纵向 振动 时 
的 运动 微分 方程 同型 ,因此 系统 对 初始 条 件 的 自由 振动 响应 和 对 
ЖИІ 4(х,:) 的 强迫 振动 响应 的 求法 同 2.1.1 АЖЖ ЕН 
讨论 。 

值得 特别 指出 的 是 ,正如 在 2.1.1 节 所 讨论 的 ,二 阶 系 统 的 波 
动 的 传播 速度 只 与 系统 本 身 的 弹性 参数 和 质量 参数 有 关 ,与 系统 
的 边界 条 件 无 关 ,与 系统 的 振动 频率 无 关 。 


2.2 四 阶 系统 的 振动 


这 里 所 讲 的 四 阶 系 统 是 指 其 运动 微分 方程 归结 为 四 阶 偏向 分 
方程 的 系统 ,典型 的 有 作 咨 曲 振动 的 汇 和 板 。 本 节 讨 论 这 些 系统 
的 运动 微分 方程 .边界 值 问 题 的 求解 .系统 的 振动 特性 及 系统 对 初 
始 条 件 的 自由 振动 响应 和 对 激励 的 强迫 振动 响应 的 求解 方 法 。 


2.2.1 梁 的 弯曲 振动 


1. 运动 微分 方程 

作 横 向 振动 的 梁 如 图 2 -5(a) 所 示 ,假设 梁 的 长 度 工 与 其 横 
截面 的 高 度 产 之 出 大 于 10, 此 时 梁 中 任 一 单元 的 转动 动能 远 小 于 
其 横向 移动 动能 , 梁 的 能 切 变形 能 远 小 于 弯曲 变形 能 ,于 是 简单 梁 
的 理论 成 立 。 取 作 弯曲 振动 时 ,其 中 心 线 在 任意 时 刻 的 位 形 记 为 
у(х, , 称 为 梁 的 挠 曲线 , 它 代表 同一 横 截面 上 各 点 的 横向 位 移 。 
假设 梁 的 长 度 为 工 ,单位 长 度 的 粱 的 质量 记 为 m(x), 梁 横 截 面 的 
ЛЕТО EJ(A) ЗЕ НОНО ЕЖЕН, (х) 是 
АШЫ НУЛА лл z DE S P dent ЕУ ЛЯ 
为 1x,t)。 则 由 图 2 -5(b) 所 示 的 dx 徽 段 的 分 离 悼 图 可 得 
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OOK) mea) УЫ) у) (2-66) 
ax at 
aM(x,t) — Е 
mui (2 - 67) 
| | | Fx. t)dx 
M(x.1) | | ax, о-и) 2217 


Үй | 


nct 
eer о 204) 1) ах 


2-5 ЕВУ 


НЕ ЖЕУ 2E BJ IV 1, ЕЙІН ВУ М(х,:) Tu W HI BE 
Ех) 5j ERES ЛЕР y (x 0) 2 НАЖ Р 


ЕІ( х) astaat) = M(x,t) (2-68) 


BALEZA, MASAI 8tx,t) AMEE М(х), PEES hi 
振动 时 的 运动 微分 方程 为 


СА PID абш) 93059. Lo, 
ap £60 АЗЫ, m) RT = ам) 


(0 = x = L) (2 - 69) 
sk (2 — 69) 5 2. 1 НАТЕ НУК BS RE Ы Жел , FF BJ SÀ I8] die nd] ЛЕ 
轴 的 扭转 振动 等 系统 具有 截然 不 同 的 振动 特性 。 

2. 边界 条 忻 

典型 的 梁 的 边界 条 件 有 如 下 几 种 。 

(1) 固 支 端 

如 图 2 -65(a) 左 端 所 示 ,显然 在 x=0 处 ,系统 的 位 移 和 潜 堆 
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2-6 典型 的 边界 条 性 
iti ide fh 25 Dg E 


у(0,:) = 0 (2-70) 
өза) = 0 (2-71) 
(2) 6 3: 9g 
”如 图 2 -6(b) 左 端 所 示 , 显 然 在 x* =0 Ab, # BER DERE 55 DER 
Wi ЕНІН 5737, Вр 
y(0,t) = 0 (2 — 72) 
gro 255,9. 20-0 (2-73) 
(3) 自由 端 
如 图 2 -6(a) 右 端 所 示 , 在 <*= 开 处 , 横 截 面 上 的 弯 矩 和 剪 力 
为 零 , 即 
Eia) E2692 | =0 (2 - 74) 
dx s= L 
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- 0 (2-75) 


à "yx, 
2 ЕК») a _ 


(4) H H Wm B€ Io A 
如 图 2 -6(e) 吉 端 所 示 , 在 *= 工 处 , 榴 向 位 移 与 横 截 面 上 前 
力 之 间 存 在 如 下 关系 


ð 8 y(x,t) E E 

қа) 1030) и = ky(L,t) (2-76) 

A: КЕНЕН ЖК. (E x =L АР ЖИЕ ЕН УЖЕ, Вр 
gi) 83090 | - 0 (2-77) 


(5) 4 XA AE XE 
加 图 2 -6(b)2 YW BTZR E x = L. Ab, dE Tf E L3 5B 
之 间 的 关系 为 


BT(z) 33050 50 (2 - 78) 


式 中 :上 是 卷 簧 的 刚度 系数 。 在 * =L ДРВ Тар SB 
y(L,t) = 0 (2 iE 79) 
(6) 自由 端 带 集中 质量 


如 图 2 - 6(4d) 右 端 所 示 , 在 x= 工 处 ,截面 上 驴 力 与 机 向 加 速 
度 之 间 存 在 下 述 关 系 


ED Exe 22000 = Me (2-80) 


жәр; M Rape rp i BS NL EE. TE x = 工 处 截面 上 的 弯 抢 为 
4E Bn 


з. 边界 值 问题 一 “自由 振动 与 模 态 
ағаны НЫ, Шам) =0, 此 时 系统 的 运 
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动 微分 方程 由 式 (2 -69) 变 为 


Ü" 


де xou] + mx) iin =0 (OxzxL) 
(2-82) 
仍然 用 分 离 变 晤 法 , 即 求 系 统 的 同步 运动 , 设 
y(x,t) = Y(s)m(0) (2-83) 
将 上 式 代 人 式 (2a 782) $8 
Sero о) = o'm(xz)Y(x) (0 < x = L) 
(2-84) 


SO). + то) = Ü (2 — 85) 


显然 式 (2 -85) 的 解 为 谐 波 解 。 
为 简单 起 见 I ID OE 3 2 185] S , BILE +E 


I(x) = 了 = 常数 
m(x) = m = 常数 
于 是 特征 函数 x) 满足 的 式 (2 — 84) EA 
TYE) веба) = 0 ((<х«<іІ) (2-86) 
式 中 
4 шіт 


式 (2-86) 的 通 解 为 
Y(x) = C,sinBx + C,cosBx + C,sinhBx + C,coshfx 


(2 - 88) 
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ЖАНЫН ЖАНА E H T 3 НЕН, КІШІЛІ a fh AS lB) 
的 边界 值 问题 。 

(1) BS wa EE = ЖЕНУІЛ МН [al RR 

考察 如 图 2 -7 ЖЕН СИЕ, 20 (2-72) ,20(2 73), 9 
知 其 边界 条 件 为 
d F(x) 


Y(0) = 9, 
S0) dx! 


- 0 (2-89) 


x-ü 


Y(L) = 0, 


d DAP (ы 


= Ü (2 — 90) 


42-7 Wii 
ЖЕКЕЛЕ Ва АО ft 5C (2 — 88) ҚА ӘЖЕ, 


С, = С, = 6, = 0, CsingL = 0 (2-91) 

ЖІ Y(x)#8 IER AE ,必须 
sinBL = 0 (2-92) 
Вр ВІ = гт (ғ-1,2,-) (2-93) 


HK (2 -87) 代 入 上 式 ,得 系统 的 面 有 频率 为 


= (rm)! (r = 1,2,---) (2-94) 


ЖЕЛІЛІ B ЖЕЙЕРАЖ, PI] EI HH 1 2 Ж 


r Ty 


Y (x) = Csin T 


(ғ-1,2,-:) (2 — 95) 
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% Гау? (ada = 1 对 特征 函数 作 正规 化 处 理 ,可 得 С, = 
уат, ЗЕН ӨРЕН НІНЕ 


Y.(z) = jZ sin 7 (r21,2,) (2 - 96) 


(2) 悬臂 梁 的 边界 值 间 题 

图 2 -8 为 悬臂 梁 的 示意 图 ,该 梁 的 x=0 АВАЗ, Е х= АР 
自由 。 由 式 (2 -70)、 式 (2 -71).、 式 (2.-74) 和 式 (2 — 75) 5$ 5 
知 , 该 系统 的 边界 条 件 为 


Ү(0) 20 
dY(x) = 0 | (2-97) 
dx |; 
d Y(x) = 0 
dx° r= L 
(2 — 98) 
d'Y(x) 0 
ах” s-L 
TEX (2 - 88) (Ë A 3X (2 97) 8 
C, +* C, 20, C, «С, = 0 (2-99) 


将 式 42 -99) 代 入 式 (2 -88), 可 得 
Y(x) = (sinBx - sinhfx) C, + (eosBx - coshfix) С, 
(2 — 100) 
TEX CZ - 1000 4 AX (2 - 98) ,得 
CsingL + sinh8L) C, + ( cosBL + coshgL) C, = 0 
m" + сов) C, + ( — sinBL + sinhBL) C, = 0 
(2 — 101) 


显然 , 式 (2 - 101) ÆU C, .C, 为 未 知 数 的 齐 次 方程 ,要 使 其 
有 非 零 解 ,其 系数 行列 式 必 须 为 零 , 即 
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singl + sinhBL соз). + coshBL 
cosGL + coshBL - sinBL + sinhBL 


0 


(2 – 102) 
将 上 式 左 端 展开 ,得 系统 的 特征 方程 为 
cosBLeoshBL = – 1 (2 - 103) 
式 (2 -103) 是 8 的 超越 方程 ,只 能 用 数值 解法 或 图 解法 求解 。 由 
于 созді. 与 coshBL 均 是 周期 洱 数 ,因此 , 式 (2 -103) 有 一 系列 的 
AR ,不 妨 记 为 B.Ltr =1,2,…)。 将 求 得 的 BL 代入 式 (2 -87) ,可 
得 系统 的 固有 频率 为 


o, = (&L)' /二 (r =1,2,…) (2-104) 


Hx -104) 可 求 得 对 应 于 BL 的 C, Ej C 的 比值 为 


(2) = Зат (r = 1,2,5) 
(2 - 105) 
TE RABIE pR % 9 
Y.(x) = С.І (sing,x ~ sinhB,x) + £ (cosB,x — coshB,x) | 
Dudas (2 - 106) 


XB: C, 是 待定 系数 。 前 三 阶 振 型 及 相应 的 自然 频率 如 图 2 -8 
(b) - CD Br, 
由 以 上 的 讨论 可 知 ,同一 根 梁 , 其 边界 条 件 不 同 ,各 阶 固有 频 
率 和 对 应 的 特征 函数 就 不 同 。 在 两 端 匀 支 时 ,由 式 (2 -94) 知 , 较 
高 阶 国有 频率 是 较 低 阶 固有 频率 的 整数 倍 , 所 有 的 特征 函数 均 是 
简 谐 的 ( 见 式 (2 -96)), {E — 3m [d 3c — 3m Pë Sc PJ , EZ ES Br A 38 
率 不 再 是 较 低 阶 固有 频率 的 整数 倍 , 且 特征 函数 也 不 是 简谱 的 。 
需要 特别 注意 的 是 ,尽管 在 上 列 各 式 中 ,我 们 没有 对 和 防 次 上 和 作 
出 任何 限制 。 但 实际 上 ,上 面 的 结论 只 在 r 较 小 时 成 立 , 其 理由 是 
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ào = 1.8752 T 


ө,-7.8557 E E 


图 2 -8 ЖНЕЛЕНЖАНЖ 


当 7 较 大 时 ,系统 的 振动 频率 很 高 ,此 时 梁 上 各 单元 的 转动 县 形 能 
与 前 切 变形 能 相对 于 平移 动能 已 不 能 忽略 , 即 简单 梁 的 假设 不 再 
成 立 。 

4， 模 态 的 正 交 性 

简单 梁 作 弯 昌 振动 时 ,其 特征 阔 数 之 间 的 正 交 性 表述 与 二 阶 
系统 稍 有 差别 , 即 对 正规 化 了 的 特征 函数 有 


f mGOY GO Y, GO de 28. (r, =1,2, e;r» s) 
(2 — 107) 


TY) d^ Y, ( x) 


dx 2 = 0,8, {r,s = 1,2,--;r 5 s) 


Ге z) 
(2 — 108) 


5. PEW H de sh XI Sta RC W 65 А НКИ 
由 前 面 的 讨论 关 HI F RE B5 Fp bk Ж ECT [B] BO 1E SEE ERE E S rr 
振动 时 的 横向 位 移 y(x,t) 可 表示 成 各 特征 函数 的 线性 组 合 , 即 


y(x,1) = > Y 0m Q) (2 - 109) 
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不 妨 设 了 (x) (r=1,2,…) 已 进行 过 正规 化 处 理 。 式 (2 - 109) rp 
9.( 外 为 广义 坐标 ,由 式 (2 -85) 知 ,7,(t) 的 一 般 解 为 
т,(1) = A,cosm,t + Bsine,t (2 — 110) 
记 系 统 的 初始 条 件 为 
у(х,0) = f(x); ў(ж,0) = g(x) (2 - 111) 
Hrs (2 - 109) 知 


у(х,0) = > YA, = f(z); (5,0) = 2 c, BY, (x) = gla) 


(2 - 112) 

ik E BJ S MAREN m(x) Y,(x),JE TE Oe БЯ 

Ar, E E 3| 448 (E BRL CONT Ff Rb opo BRE m ( x) 的 正 交 性 的 关系 式 
(2-107),nJf$ 


A, = [GOO Y, GOfGOdas B, = E f ma) Y GO ds 


(2 - 113) 
于 是 系统 对 式 (2 -111}) 所 给 出 的 初始 条 件 的 自由 握 动 响应 为 


у(х,#) = > Y (x) [cose f m CO Y, fa) da 十 


Laino, | mGD Y G)(2) dx | (2 — 114) 
0, ù 


其 中 国有 频率 о, (х) (7 =1,2, 1) F Ah By R Y (х) (r7 1, 
2,…) 由 对 系统 作 特 征 分 析 时 得 出 。 

б. 作 咨 曲 振动 的 梁 对 尾 意 激励 的 强 追 振动 响应 

为 了 用 2.1 节 中 机 讲 的 振 型 登 加 法 来 研究 作 弯 曲 振动 的 粱 对 
任意 激励 的 强迫 振动 响应 ,首先 我 们 用 拉 格 遍 日 方程 来 推导 一 些 
必要 的 关系 式 。 

(1) 梁 作 咨 曲 振动 时 的 动能 

梁 作 弯曲 振动 时 ,其 动能 为 
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r= y fono [HE] a (2 - 115) 


将 式 (2 -109) 代 入 上 式 , 并 考 虚 到 表示 特征 函数 对 质量 分 布 密度 
m(x) 的 正 交 性 的 关系 式 (2 — 107) , 则 动能 可 表示 为 
7 =) (2 - 116) 


(2) SES iii Н АУЗ: E 

如 前 所 述 , 641 B xE die n ESL SER EE B 55 , 5 05 < BE Sy НІН 
商 度 之 比 大 于 10, Н, CAL HI ВУ HU 9 BE E НН 3 RB UT НЕ 
ЖАР, Do ВЕ SR ht E B ІҢ 35 BE , 


rh gÑ ISI E AO М(х) = E) 42D. дыр dx 816 
жн a= 310294, 因此 , 梁 的 弯曲 势能 为 
_ 1 í. _ 1 í. a y(x,t)r 

y = > | 43e = J Ero 27] dx — (2-117) 


将 式 (2 - 109) 代 人 上 式 ,并 考虑 到 表示 特征 函数 的 二 次 导数 
对 系统 刚度 分 布 EI(x) 的 正 交 性 的 关系 式 (2 - 108) , 则 势能 可 表 
示 为 
V = + 5, (1) (2 - 118) 
(3) 广义 力 
由 式 (2 - 109) 知 , 梁 的 线性 虚 位 移 为 


By(x,t) = 之 Y,(z)ën,(t) 


р ВО Ре TB W fu 35 28 


Bu X arc) 


NE PES ІН КЫН B3 P SEC nh 71 , 2 PROF TE Ri g EE E АБА Та 2 


69, Ct) 


r = 
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布 载荷 (xc) ,作用 在 x = x 处 的 横向 集中 力 (0) (j=1,2,…， 
n) ,及 作用 在 x = 处 的 横向 集中 弯 矩 М,(00(і-1,2,--,т),3Ж 
些 力 与 力矩 在 虚 位 移 上 所 作 虚 功 的 表达 式 为 


8” -[1 Lo £ AZOLE — x.) ] ДӘРТ £ 


dY, 
» M,CO8G - x.) > mo (1) ГЕ 


= > IDIOT n Y FG) G) + 


qY, 
У м,(0) aa _ . ]8.Co (2 - 119) 
另 一 方面 , 按 广义 坐标 Те Q, (1) , nott Во) то 
óW = У 0,08m, 00) (2 - 120) 


x 于 是 得 广义 力 的 表达 式 为 
ЛОГОС 
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x Y M.G) 
(4) 各 振 型 的 运动 方程 及 其 求解 
EER TVO, 的 表达 式 代 入 拉 格 朗 日 方程 


d aT aT aV — ku. 
x 2 79% ta = 000 (-1,2,4) 
(2 - 122) 


可 得 各 振 型 对 应 的 运动 方程 为 


7,00) ona) = @( (ғ-1,2,-) (2 – 123) 


.由 对 单 自由 度 系统 的 讨论 ,容易 求 出 上 式 的 解 ,将 其 代入 式 
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(2 -109) 就 下 求 出 系统 对 任意 激励 的 强 追 振动 响应 。 若 将 系统 
对 初始 条 件 的 解 , 即 式 (2 -114) 考 虚 进 去 , 则 可 得 出 系统 在 任意 
激励 下 的 通 解 。 

要 特别 指出 的 是 ,以 上 所 讨论 的 简单 梁 是 所 谓 的 欧 拉 - Tñ 3 
利 (Euler - Bernoulli) Æ , 它 忽 上 略 了 梁 中 的 旋转 惯量 和 剪 切 变形 的 
效应 。 若 要 考虑 这 些 效应 的 影响 , 需 用 铁 摩 辛 柯 (Timoshenko) 3E 
理论 |。 


2.2.2 EGT hik 


яни ЧЕ И S R. SREE TOE 
15 Eš [8] жаа, ЕУ ВЕТО P EDS DL , ЖІні ВО, ЕНІНІҢ 
变形 只 是 一 维 连续 坐标 x 和 时 间 :的 函数 , 即 y(x,t)。 面 对 板 的 
情形 ,车 用 中 性 平面 内 的 直角 坐标 (x,Y) 定 义 板 上 各 点 的 位 置 ,用 
ЕНІН z НИЯ u, 表示 各 点 的 机 向 弯曲 变形 , 则 и, 
是 二 维 坐 标 (x,Y) 和 时 间 г бра, B о, (xv, t) o I Er EE 
ЖІ БӘР ЗЕ, АНЯ AE BS [61 ІҢ Ti ал a Aa tB, ñi 22 
为 两 种 情形 讨论 :第 一 种 是 与 欧 拉 — ІНЕН z , 28 Rë B$ tz 
形 的 影响 , 盆 定 变形 前 垂直 于 板 的 中 性 平面 的 直线 在 变形 过 程 中 
仍然 垂直 于 该 平面 ,这 种 板 称 为 Kirehoff 板 ; 第 二 种 是 与 铁 摩 辛 柯 
梁 对 应 , 考 虚 藤 切 变形 的 影响 ,这 种 板 称 汐 Mindlin 板 。 

本 节 我 们 只 讨论 简单 的 Kirchoff Ж, НІНЕ НИ u, 小 到 
足以 对 问题 进行 线性 化 处 理 ,即使 如 些 , 板 的 横向 振动 问题 仍然 比 
梁 的 横向 弯曲 振动 问题 复杂 得 密 。 因 此 ,环节 我 们 只 给 出 几 个 
结论 。 

若 记 垂 直 于 平板 中 性 平面 的 分 布 力 为 上 Kx.y, 旨 , 则 忽略 横 鹤 
面 的 转动 惯量 和 前 切 变 形 ,可 得 板 作 术 向 弯曲 振动 的 运动 方程 

h a'u, д*и, du, atu, f, 
% аг ах +2 ax ду? у ду“ р (2 ~ 124) 
式 中 ; D = Eh`'/12(1 07), ЖАО BJ 25 ВЕ; h FAR B JE BE LS 
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定 其 为 常数 ;p 是 板 的 单位 面积 的 质量 密度 ,也 假定 其 为 常数 。 

B H D 3 ЛЕ ЕЖ Ғ (х,у) =0。 此 时 ,上 式 变 为 
齐 次 方程 。 同 讨论 梁 作 弯曲 振动 讨 的 特征 分 析 类 似 , 用 分 离 变 量 
iE , BRE 

н,(х%,у,4) = g(x,y)mlt) (2 - 125) 

AP: ГОХ орг) E — (LIBE ORC REER (х,у) н ҒОЙ 
x? ala, КҮ. aC) 22 D. à 26.0) 

(2 - 126) 

上 式 就 确定 了 作 横 向 弯曲 振动 的 板 的 特征 值 问题 ,具体 的 特征 值 

及 相应 的 特征 函数 由 具体 的 边界 条 件 确定 ,要 特别 注意 的 是 此 类 

特征 值 间 题 的 复 淋 性 不 在 于 其 控制 方程 是 四 阶 偏 微分 方程 ,而 在 


”于 平板 的 边界 条 件 难 于 解析 表达 ,特别 是 当 板 的 儿 何 形状 不 规则 


计 。 对 四 边 均 简 支 在 x 方向 的 长 度 为 a, 在 y 方 向 的 长 度 为 8 的 朱 
形 板 ,其 特征 值 及 相应 的 特征 卫 数 为 


А, (2) * GY 


М 2 2 hš А 
=| (+) + N ] = za S. 


(2 - 127) 
E TE ЖЕЛТ x 
qa(z,y) = qo mein( —] sinf 27) (j,k = 1,2,---) 


(2 — 128) 

ERE КЫЗ АР, ЕЖУНЕКИНИЕУЛТЭИЖ Ж 

弯曲 变形 后 在 x Zr ep y 方向 所 含 半 波长 的 个 数 。 此 时 ,同样 证 
明 特 征 亚 数 具 有 通常 的 对 刚度 分 布 积 质量 分 布 的 正 交 性 特性 。 

需要 注意 的 是 当 a =b 时 ,到 为 正方 形 板 时 ,第 j ,上 阶 特征 频 

жы, 阶 特征 频率 重合 。 当 出 现 此 种 重合 时 ,对 应 的 特征 函 
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数 的 线性 组 合 本 身 还 是 特征 函数 。 
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第 3 章 随机 激励 下 的 振动 


3.1 引 он 


38410. ЕЕ НЕН) E EE Т). ЯН ИЛ 35 AE ЯНК 
励 。 这 三 种 类 型 的 激励 有 一 个 共同 的 特点 , 即 在 任何 时 刻 : 的 激励 的 
数值 六 #1) 是 完全 知道 的 。 这 种 激励 称 为 确定 激励 。 对 于 线性 系统 来 
说 ,已 经 有 十 分 完善 的 办 法 ,来 处 理 其 在 确定 激励 下 的 覆 应 同 题 。 
可 是 还 存在 另外 一 种 类 型 的 汶 硕 ,如 会 路 路 面 对 汽 车 车 轮 虹 
挂 系统 的 激励 ,喷气 式 发 动机 对 飞机 结构 的 激 而 ,以 及 海浪 对 轮船 
或 采油 平台 的 激励 等 。 它们 也 有 一 个 共同 的 特点 :其 变化 规律 是 
不 确定 的 , 即 每 次 测量 的 结果 都 不 相同 ,如 图 3 -1 所 未 "1。 这 类 
激励 称 为 不 确定 激励 ,或 随机 激励 。 对 于 这 类 油 励 ,没有 办 法 以 一 
种 确定 的 函数 关系 矿 避 来 预 滑 其 在 各 时 刻 的 数值 。 其 原因 在 于 影 
n АЈНЕК , 本 复杂 ,在 测试 中 难于 确切 地 加 以 控制 或 预 
测 。 对 于 在 这 种 类 型 的 激励 下 系统 的 啊 应 显然 不 能 搬 用 前 面 的 分 
析 方 法 ,而 必须 另 辟 新 的 途径 。 这 种 途径 的 基本 思想 是 :不 再 企 求 
Tit VE 0i BE En] [8] E AE EL MN , 退 面 求 其 次 , 即 只 要 求 掌握 激励 的 某 
些 * 统 计 规 律 性 ” ,同时 也 相去 追求 获得 啊 应 的 时 间 历 程 ,而 是 满 
是 于 对 于 啊 应 的 “统计 规律 性 ”的 掌握 与 应 用 。 这 里 所 谓 的 “统计 
规律 性 ”是 指 激励 或 响应 的 某 些 “ 平 均 数 " ,这些 平均 数 可 以 排除 
各 种 不 确定 的 偶然 因素 的 干扰 ,而 揭示 出 内 在 的 规律 性 。 发 现 线 
性 系统 受到 的 激励 与 其 啊 应 的 统计 规律 性 之 间 的 联系 , 正 是 现代 
“统计 动力 学 ”的 重大 突破 ,也 是 分 析 系 统 在 随机 激励 下 的 响应 与 
行为 的 基础 。 
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НЕ 3-1 pitii ÉY ai Dy RE 


3.2 随机 过 程 的 基本 概念 


概率 论 中 的 一 个 基本 概念 是 随机 试验 , 它 是 指 结果 不 能 事先 
确定 且 在 相同 条 件 下 可 以 重复 的 那 种 试验 。 注 意 区 别 这 里 的 试验 
与 物理 .化 学 中 的 实验 。 有 些 随 机 试验 的 结果 可以 用 一 个 数字 来 
表示 ,如 测试 某 种 产品 的 寿命 ,测量 菜 种 零件 上 的 某 个 尺寸 等 。 如 
各 次 试验 的 结果 记 为 x) ,xs,…,*,:…; 则 其 总 体 记 为 区 = (х, 
为 随机 变量 。 另 一 些 随 机 试验 ,如 测量 跑道 对 发 机 起 落架 的 激 振 
力 , 或 者 起 落架 的 振动 等 试验 ,每 次 测量 的 结果 都 是 某 一 个 函 
数 , 如 : 
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第 一 次 测量 x, (i), -œ <і<з%; 
第 二 次 测量 x(t), – о ctc +оо; 


第 站 次 测量 1,(1),-ос <t < 0; 


其 总 林 记 为 X(t) = |x, СО, УИЛ, SEI ds k RAE 
值 时 ,得 到 x (r) .x, (ty, EE Y SI WM EER X ,如 
t=t,, t = 六 等 , 则 得 到 不 同 的 随机 变量 X = {5 (6) |, Х, = 
Ix,(65) 1,2858, 

BÉ PL DES PI E — TRE A U) R E — Е АЗ, — 
АЖ, TT 380 E SE ВЕ ER CE HUE 05 А ВО, p — TRECE ра 
并 不 足以 代表 这 一 过 程 的 特性 和 本 质 。 为 了 揭示 其 特性 和 本 质 ， 
必须 从 所 有 的 样本 函数 的 总 体 出 发 ,计算 其 某 些 平均 量 。 


3.2.1 总 体 平 均 与 平稳 随机 过 程 


1. 总体 平 均 

i HE EJ fe $E REDE BS ТЕ SE ERES CIE х, (60 (E 81,2, 7) 
Bj 3E- H3 (Br , КЖ Ek X o (А 55 SL #h PRICE j B. “АЖЕ” 
Tr FÉ À ВА $k 2 B| HE НЕ R 3 - 1). RIG “ E" ЯК 
平均 5 。 

(1) 均值 

其 定义 为 

uno = Elx,(5)] = lim Ly x, Ct, ) (3 - 1) 


п—+ L-I 


(2) HH eg 3x 
其 定义 为 


R. (tot +T) = E[x, Cx (n +t)] = Ba sss 
ш mn 


n- 


[x, Gr s (t, +z) ] 


k- 
(3-2) 
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-Жін, ӘЖЕМИНЯЖОАХИЖ THE SI ЖТЗ SE МІНІ! 
ап, ЕНЕ, 与 1 = (t, +7) 这 两 个 时 刻 的 随机 变量 X, = 
Hx) | ,=x 之 间 的 统计 联系 。 

均值 又 称 为 随机 过 程 的 一 阶 平均 ,而 自 相关 西数 称 为 二 阶 平 
的。 还 可 以 定义 更 高 阶 的 平均 数 ,但 用 得 很 少 。 

2. 平稳 随机 过 程 

上 面 讲 过 ,一 个 随机 过 程 1{x,(t) ВАНА и. 0n 5 B HOC ORI 
R (i, +7) RS n 有 关 , 这 表明 此 这 程 的 统计 特性 是 随时 间 变 
化 的 ,这 种 过 程 称 为 “ 非 和 平稳 的”。 如 果 以 上 两 个 参数 均 与 厂 无 
X , 则 此 随机 过 程 称 为 " 绊 平 稳 随 机 过 程 ”, 此 时 均值 成 为 常数 , 记 
A p, ШАЛАК t Rd К,(т). 

xx HL" 38 " 5E 3E TRES DONE —- Br — ETOE GS für. du JR 
а, CC) 1 BS ET SESS 5 е, ЖЖ, ЛІ ЕН R 3 28 ” ВО, sa 
平稳 的 过 程 当 然 也 是 弱 平 稳 的 ,反之 则 不 一 征 成 立 。 由 于 高 于 二 
阶 的 平均 数 很 少 用 到 ,我 们 不 再 严格 区 分 “ 弱 平 稳 ” зе”, 
面 统称 为 “平稳 随机 过 程 ” 。 


3.2.2 时 间 平 均 与 各 态 历 经 随机 过 程 


1， 时 间 平 均 

FP [E] ЗЕ Бр dk 8E — T RECS R Ex (OE ETE ESTE TRE E ETT ELSE. 
均 。 我 们 以 字母 上 面 的 横 线 “一 ”表示 时 间 平 均 。 于 是 有 

时 间 均 值 


0] (^^ 
m) = (O) =m | ж (0) (3-3) 


时 间 自 相关 函数 
R (k, r) = x,(t)x,(t ++) = lim F| aoa + r) dz 
(3-4) 


时 间 均 值 与 时 间 自 相关 郴 数 一 般 会 随 样 本 盖 数 而 晃 , 即 是 样 
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жақы ЫМ, НТЕ-ТЕИЕЖЫАМЖЖЕНЫН- ВЕ 
Жу ез, Ak, Ж T EMT EE ЖРА BJ) ij Ia] Зр 6 — ELI BE FE 
整个 随机 过 程 的 统计 特性 。 可 是 在 下 述 的 所 谓 “ 各 态 历 经 ” НВ 
设 下 , 却 可 以 用 一 个 样本 王 数 来 有 效 地 代表 整个 随机 过 程 的 特性 。 

2. 各 态 历 经 随机 过 程 

客观 上 存在 某 些 随机 过 程 ,其 样本 在 空间 上 分布 的 统计 特性 
与 其 中 任 一 样本 在 时 间 土 发 展 的 统计 特 狂 之 间 , 有 着 深刻 的 杠 侯 
之 处 。 对 于 这 类 过 程 来 说 ,可 以 认为 总 体 平均 与 时 间 平 均 相 等 

B.) = uu CE) (3-5) 

R.(t,,t TT) = К. (Ат) (3-6) 

满足 此 条 件 的 过 程 | x CO ERR ЖРА” ЕЗІ. "REI 
经 ” 亦 有 “ 习 ”“ 强 "之 分 , 供 实 际 上 多 不 加 以 严格 区 分 。 

一 个 过 程 如 果 是 各 态 历 经 的 ,那么 只 要 抓 住 其 一 个 样本 郴 数 ， 
研究 其 统计 特性 ,就 可 掌握 其 全 部 样本 的 统计 特性 ,而 免除 采集 大 
量 样本 ,计算 总 体 平均 的 麻烦 ,从 而 使 一 个 随机 过 程 的 记录 ,分析 
工作 大 为 简化 ,因而 这 一 假定 是 富有 吸引 力 的 。 事 实 上 ,与 许多 物 
理 现 象 相 关联 的 随机 过 程 都 可 以 认为 是 各 态 质 色 的 ,但 是 要 想 严 
格 判断 一 个 过 程 是 不 是 各 态 历 经 的 ,是 非常 国难 的 ,通常 是 赁 直观 
作出 这 一 很 定 ,然后 看 分 析 计 算 的 结果 是 否 符 合 实际 , 反 过 来 兰 断 
这 一 假定 是 否 可 以 接受 。 


3.2.3 随机 过 程 的 统计 参数 


上 面 讲 的 均值 4, 和 自 相 关 函 数 А, (т) 是 描述 随机 过 程 的 两 
个 基本 的 统计 参数 。 这 里 先 讲解 R, (т) BTE RR LER FH uu RUE) 
引出 其 它 常用 的 几 个 统计 参数 。 

1. 自 相 关 函 数 的 性 质 

自 相关 郴 数 具 有 以 下 性 质 , 这 里 我 们 仅 加 以 引述 ,但 不 加 证 
明 。 读 者 可 以 从 有 关 书 籍 中 找到 证 明 的 方法 “。 

(1) RR,(7) 是 偶 函 数 , 即 有 
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R.(z) = R,( — T) (3-7) 
ӨНЕЕЗЛЛОӨГЕЕРІІ R,(z) 也 是 周期 西数 ,并 且 
两 者 的 周期 相向 。 
以 上 两 条 表明 自 相关 函数 保留 了 样本 函数 的 周期 信息 ,但 是 
接 弃 了 其 相位 信息 。 这 一 特点 使 得 自 相关 函数 能 够 深刻 地 揭示 一 
个 随机 过 程 的 本 质 。 因 为 我 们 说 过 ,各 态 历经 的 随机 过 程 的 各 个 
样本 均 可 看 作 其 中 某 一 个 样本 经 随机 平移 而 产生 的 ,因此 样本 的 
初 相 ,只 是 偶然 的 东西 ,并 无 本 质 意义 ,而 样本 函数 的 周期 性 , 却 反 
Bk T RUBER P E Rr A 
(3) А, (т) 0 时 取 最 大 值 , 即 有 
R,(0) > R,(z) (3-8) 
其 意义 在 于 r =0 时 的 相关 性 最 强 ,而 一 般 7+ 越 大 , 则 两 时 刻 的 随 
ВЕЛЕ 1 Се halali +z)} 之 问 的 相关 性 越 差 ,R.(zr) 越 小 。 
2， 均 方差 
均 方差 即 为 z =0 时 的 自 相关 函数 


$° = Е.(0) = lim ЕЗ ЖЕСІ (3-9) 
这 里 假定 过 程 是 各 态 历 经 的 , 故 采 用 时 间 平 均 。g$, = yR (0) 则 
称 为 均 方 根 。 
з. Жж 
мыны 可 视 为 信号 的 静态 成 分 ,而 (2) -js, 则 为 信号 围绕 
其 均值 波动 的 动态 成 分 ,此 动态 部 分 的 均 方 值 即 为 方差 


сік lim L^ tx -p,l dt (3 - 10) 
而 o, 称 为 标准 差 。 可 证 [1.0.5 Bl DEDERAT 
ої = ó; - р; (3-11) 
3.2.4 平稳 过 程 的 谱 分 析 


我 们 知道 ,为 了 计算 非 周期 激励 作用 在 线性 系统 上 的 响应 , 需 
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要 分 析 它 的 频率 结构 , 即 对 其 作 Fourier 变换 。 如 果 激 励 是 一 个 随 
机 过 程 ,如 条 我 们 计算 它 的 一 个 样本 函数 对 于 系统 的 激励 作用 ,是 
否 也 可 以 对 之 直接 进行 Fourier 变换 呢 ? 这 样 伐 有 两 个 问题 : 

第 一 ,Fourier 变换 对 于 相位 十 分 敏感 。 如 果 一 个 原 函 数 Ға) 
的 Fourier 变换 为 F (o), Wl IR eg # 6 ВУ ЗЕН, (t + ta) B8 
Fourier 变换 为 (wm)e""。 可 是 我 们 知道 ,各 态 历 经 的 随机 过 程 
[f(D 的 各 个 样本 函数 (71) 可 以 看 作 是 其 中 某 一 个 样本 经 时 间 
的 随机 平移 而 形成 的 。 这 一 时 间 平 移 纯 系 偶 然 因 素 , 不 应 进入 所 
求 的 频率 结构 。 有 什么 办 法 既 保 留 有 (2) 的 频率 结构 ,而 又 能 蓟 除 
其 相位 的 影响 呢 ? 3e(0 vr BI AB $8 BU n Pr ERS FH OE ER R (T), 
它 既 保留 了 f.(1) 的 频率 结构 ,而 又 按 弃 它 的 相位 影响 。 

第 二 ,对 于 一 个 平稳 随机 过 程 | 有 h(t) | 来 说 ,其 任 一 样本 f.(:) 
并 不 会 随时 间 z 误 减 .因而 一 般 并 不 满足 Fourier ЖА YF YE B5) Ж 
人 忻 , 即 绝对 积分 


f IAG) |d 


ЗІНЕ ЕНЕ, H H PROC R (Tr) 却 一 般 会 随 的 增加 
而 下 降 , 这 是 由 于 时 移 T ЯЕ, НЭС. ІНІН R.(z) 的 Fourier 
变换 一 般 是 存在 的 。 

由 此 可 郑 ,为 了 得 到 一 个 随机 过 程 {( 或 者 说 其 样本 函数 ) 的 频 
率 特 性 ,我们 不 应 该 直接 对 样本 函数 本 身 , 而 是 对 其 自 相 关子 数 进 
Ўт Fourier 变换 。 这 样 得 到 的 结果 称 为 该 随机 过 程 的 功率 谱 密 度 
函数 ,或 简称 为 “功率 谱 ” 成 “ 自 谱 ”。 


S Cans f Rte “dr (3-12) 
而 其 逆 变 换 为 
R(T) = f S,(o) e" do (3 - 13) 


ТОЕ ЖАН КС ADER., Ha) ERE T š 
23 


frm EB ЕЛЕНЕ, BA (r) W| E BS T Th E E ПЗЕ SI 
则 为 


— . 1 туз 2 
W = lim f f (12)dt = R,(0) (3-14) 


A AG –- 13) 770,18 
Е,(0) = IROLT (3-15) 
将 上 式 代 入 式 (3 -14) ,得 
ILE" 


ER- 27 TEL 3 2 OE HB к W HE [B] 25 38 , BD Аи) Ж 
СУРЕ Јр ТР 的 贡献 ; 另 一 方面 又 表示 了 平均 功率 的 频 
率 结构 , 即 各 种 频率 的 功率 成 分 S, (o) do 对 于 平均 功率 W 60 Tt 
献 。 因 此 Si(o@) 被 称 为 “功率 " 谱 。 由 于 频率 落 在 w~owm+da f 
带 中 的 激励 功率 正比 于 5,06 9 de, AE S. Co) X Fx oun ЯН 
度 " ,其 量 网 为 [功率 ]x[ 频 率 ] , 即 单位 频率 中 的 功率 。 

利 几 相关 函数 R ( < ) 的 偶 函 数 的 性 质 ,将 式 (3 - 12) 和 式 
(3-13) 5 


5,60) = 2 [RO сово Td T (3-17) 
Кут) = — | S,Go)coso rdo (3 - 18) 


令 式 (3 -18)rhr =0, HAA B 3 ЗРЯ 


R(O) = 4 = — | Sodo (3 - 19) 
可 以 证 明 S, (o) 9 BOE fr К, НІН 
Slo) 20, Shw) = SjC- o) (3 - 20) 


WE ERBSELSUEROIXQOI.EYOO] 89 E zn dif 9 HE eS 32k SE 
УМА H 3H OE BR Fourier 变换 。 
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$25 ojos [s ЖОҒЫН (3-21) 
MENTAR 
Raia =f 5 (өуе dw (3-22) 
НЕЕ, (т) ЗЕЛЕ eg E ІЗ ІҢ, Sijy(w) 一般 为 复数 。 可 以 证 
有 明 以 下 关系 成 立 
Sr (eo) = Sylw) (3-23) 
Su = w) = Sy (o) (3 - 24) 
НИЖЕ АЖЕ ЕУ ИЫ m. 


3.2.5 几 种 典型 的 随机 过 程 


利用 上 述 概念 ,我们 可 以 来 定义 几 种 典型 的 平稳 随机 过 程 的 
模型。 | 
1， 单 一 频率 成 分 的 随机 过 程 
其 样本 光 数 、 自 相关 函数 与 功率 谱 密 度 郊 数 如 图 3 — 2 ( a ) Т 
ж. ЯНА ЕЖ ХУ wm。 相同 而 初 相 不 同 的 谐 波 。 
ҒО) = Asin{ wt + ф) (3-25) 
式 中 ; DM ф WIER, AHKERA 


А? тга 
Е, (т) = lim F f sin( wot + p)sinlw lt +r) + $]dt 


А? т 
x | (сова tsin' a + sing, tsinacosa) da 
z 
Ы 2 совет (3-26) 


它 是 频率 为 e. BERE. H R т КҮЙЕ, ЕНЕ ON 
Sw) = TA alo +o) Fó(o ө) (3-27) 


为 对 称 分 布 在 - os .os BERE ERIBIT 0 - 画 数 。 这 是 易于 理解 的 ， 
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“ШЕШ уд 
ЖЕНІП 


ғ 
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"NAE (p) ТЕБЕН (0) "EE dese (q) ‘REREH (s) 
А 


(p) 


GM 


2? 


因为 其 能 量 集 中 在 о, 这 一 频率 上 。 
2. жерін 
ЖЕНЕ ИИ А АЖЕ SE HO CIE US se НАН 
像 是 被 缓 变 随 机 信号 调幅 的 高 频 谐 波 , 如 图 3 -2(b) 所 示 。 其 自 
相关 冰 数 仍然 包含 样本 画 数 中 的 主要 频率 成 分 ,但 其 振幅 逐渐 庆 
减 , 这 表明 随 着 时 移 z 的 增加 ,样本 信 叶 前 后 之 间 的 相关 性 在 下 
降 ,其 功率 谱 密 度 函 数 表示 信和 号 的 能 量 集中 在 一 个 比较 奉 的 频带 
范围 内 。 
3. ЖІ дін 
如 图 3 -2(e) 所 示 ,其 样本 函数 包含 更 多 的 频率 成 分 ,显示 出 
更 大 的 随机 性 ,或 者 说 不 确定 性 。 其 自 相关 函数 比 兰 带 过 程 衰减 
得 更 快 ,这 表明 其 样本 信号 前 后 的 相关 性 更 差 。 而 其 功率 谱 密 度 
郑 数 则 具有 更 大 的 频 宽 。 
-以 上 从 单一 频率 过 程 到 率 带 过 程 , 再 到 宽带 过 程 , 是 洛 着 信和 号 
的 不 确定 性 上 升 前 后 相关 性 下 降 以 及 频率 分 布 范围 变 宽 的 趋势 
发 展 的 。 当 将 这 一 趋势 推 向 极端 时 ,就 得 到 一 种 理想 化 的 随机 过 
E— HRE, 
4. НІ 
其 样本 函数 具有 最 大 的 随机 性 、 不 确定 性 。 其 前 后 信 叶 之 间 
的 相关 性 为 零 , 内 而 自 相关 函数 成 为 5 函数 , 即 
R(r) = S.8(7) (3-28) 
Ж Fourier 变换 表 我 们 知道 ,其 功率 谱 密 度 函数 为 一 条 水 平 线 
Slo) = S, (3-29) 
XR UELLE (iB АЕН ААР ЗЕ У, M о В] + о 
我 们 知道 ,各 种 颜色 ( 即 各 种 波长 ) 的 光 可 以 组 成 白光 。 这 里 也 借 
用 * 自 " 字 , 将 此 种 信和 号称 为 “ 白 噪 声 ”。 
将 式 (3 -29) LAGE (3 - 16) ,可 知 白 噪 声 的 平均 功率 W р 
无 限 大 。 事 实 上 由 式 (3 -28) 也 可 见 R,(0) = Su5(0) = oo , 即 均 方 
(Ë q; 为 无 限 大 。 这 在 实际 上 当然 是 不 可 能 的 。 但 “ 白 噪 声 ” 仍然 
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是 非常 有 用 的 一 种 随机 过 程 的 模型 。 事 实 土 ,只 要 必 为 激励 的 帘 
带 随 机 过 程 的 带宽 足以 覆盖 系统 具有 显著 啊 应 的 频带 范围 ,就 可 
以 将 其 作为 一 个 白 品 声 过 和 恕 来 看 待 ,从 而 在 测试 分 析 上 带 来 很 大 
的 简化 。 


33 平稳 过 程 通过 线性 系统 的 分 析 


本 节 我 们 用 随机 过 程 的 基本 知识 来 解 汰 线性 系统 在 随机 激励 
下 的 响应 问题 。 根 定 已 知 系统 的 动态 特性 与 激励 随机 过 程 的 统计 
BA, EREI pn ARKAN R. НШІ АЖ 8 ,而 需要 
求 得 响应 过 程 的 统计 参数 :x 、R, 和 S, 等 。 需 要 强调 的 是 ,我 们 的 
策略 是 直接 由 激励 的 统计 参数 求 出 响应 的 统计 参数 , 即 在 高 一 级 
的 层次 土 直接 进行 计算 ,如 图 3 -3 所 示 , 而 不 是 去 计算 系统 对 于 
各 个 激励 样本 的 啊 应 。 


ni Rr: Sr hif) Hy Rr. 5; " 
Hio) 


图 3 -3 


1. 均值 

设 平稳 随机 过 程 1f(1) 的 均值 为 pj, 线性 系统 的 脉冲 出 应 函 
HB AGO. АС) 1 的 每 一 个 样本 函数 (tCk=1,2,-…) 和 作用 在 
该 系统 上 , 均 会 有 一 个 确定 的 响应 


s) = OIE AMA (1,2,5) 


(3 ~ 30) 
所 有 的 x (+) 28 PQ — I Us p REALE |х, (с), НЕ 29 


p, =E[x,(t)] = E|] RARU - à)da | 
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=f h(A)E[f,(t — АТСА (3-31) 
Еа -A)| AFERE, EE 
E|f,Gt - A)1 = ERO] = p; 
而 式 (3 - 31) 成 为 
p. = uf кода (3 - 32) 
{8 (1-67) 1 
f. h(A)dA = Н(0) 
z& rp; Н(ОЖЖЯФЯЖА ҚЫЛУ PS SK H w) e = 0 ВРВЕН, BD RR SS 
放大 系统 , 代 人 式 (3 -32) ,得 
ы, = H(0)p, (3-33) 
xx de BH Ф ВЕЛ CURIE FH E ER PE SR ЕК, ШЕН и, 也 是 与 
时 间 无 关 的 常数 ,而 且 等 于 系统 的 静态 放大 系统 后 (0) УКУ 
FRH p, ZAR, РА, Чр. 20 BF, Ж и, -0, 


2. 自 相关 函数 
啊 应 的 自 相关 函数 为 , 按 定 义 


К.(т) = E[ x, (t)z (t ыт) 1 
而 按 Duhamel 方程 ,我 们 知道 


st) = Í| hGORG - A)dA 
x (t +T) = f AODA +e- А) 
代入 上 式 , 即 为 
RD = E| S AAGE -Addas | [f вале, | 


由 
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E| f, (t 一 À AG +T- А,21 
= ЕГ) б +7+ À 7A,)] = R,(z+ A17 А) 
代入 上 式 , 得 


R (t) = Г Г ҺАУА, R (z+ A, — As) dA da, 


(3 — 34) 
ЕЖ 9], R (т) ОҢЫ z 决定 ,而 与 时 间 起 点 + 无 关 。 式 (3 -33) 
和 式 (3 ~34) 表 明 , 如 果 激 励 是 平稳 随机 过 程 , 则 响应 也 是 平稳 随 
机 过 程 。 


3. 功率 谱 密 度 函 数 
响应 的 功率 谱 密 诬 函 数 可 计算 如 下 
Slo) = f R.(z)e "" dr (3 -35) 


将 起 43 734) КА ЕЖ, 


S (e) = Шы jn | RO,AO R (r+ А, - dA, АА, |4т 


(3 – 36) 
由 于 — R(T+À -A,) = |. S, (o) e" 7? do, 
将 此 式 代 人 式 43 736) ,得 
S.( o) oem БЕЗЕК [| Ra De an . 
Í hO) dx, e" do | dr (3-37) 


又 由 于 f. h(A e" "dA, = Н(-ө) = H' (o); 


Г h(A,)e ""dA, = Но) 


代入 式 (3 -37) ,得 
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S. (o) -|р e [去 NETS (e) Н(о)е“" do |d* 


=f ef Sw) | Hw) |е do]dr (3 -38) 
将 上 式 与 式 (3 -35) 比 较 , 有 
` R.(z) = zy КЕЛЕ) |Н(ә) |'e* de “(3 -39) 


此 式 将 激励 的 $S(w) 与 响应 的 此 (7) 联 系 起 来 。 另 一 方面 ,我 们 
MX. w 1248 


R.(z) -=f S. (e) e“ dw (3-40) 


比较 式 (3 -39) 与 式 (3 - 40) ,得 
8,00) = |H(e)|2S/CGe) (3-41) 
此 式 将 响应 的 功率 谱 密 度 与 激励 的 功率 谱 密 度 联系 起 来 。 
令 z=0, 即 得 响应 的 均 方 值 
& RO) uf HG» 8(o)aw (3-42) 


X (3-33). (3 - 34) JK (3 -41) 分 别 将 响应 的 uu R, (т) 和 
5, (0) 2 0 АУ р. Кт) 01 So) 直接 地 、 一 对 一 地 联系 起 来 ,这 
表明 对 于 线性 系统 来 说 ,我 们 可 以 撤 开 个 别 的 样本 请 数 , 而 直接 在 
统计 参数 的 总 体 层次 上 进行 分 析 与 计算 。 


3.4 单 目 由 度 线 性 系统 对 于 平稳 随机 过 程 的 啊 应 


3.4.1 单 自 由 度 线性 系统 对 随机 激励 的 唤 度 
现在 我 们 设 线 性 系统 是 一 个 单 自由 度 的 振动 系统 ,其 运动 方 
程 为 
Z(E) + 2w С) +o xlt) = w fl) (3-43) 
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WEBER FU 28 e ЙЕ АУ, HAR p, Ë AB Ə HR 
ЖА R (z) -5,6( т), SE RESE BE EROS S, (9) =So。 由 前 所 述 ， 
Wi pig JF pi A feas Do £8 BJ IE ЛЗ, RER К, 与 ф. 即 可 确 
定 其 概率 分 布 与 统计 特性 。 

由 于 激励 的 相当 于 一 恒 力 , 仅 使 系统 产生 一 静态 位 移 jx,， 
可 以 糙 之 分 开 处 理 。 内 此 ,不 失 一 般 性 ,可 以 假设 激励 与 响应 都 是 
堆 均 值 的 。 已 知 单 自由 度 系 统 的 频率 响应 特性 的 模 的 平方 为 


БАСУЫ a 5 (3-44) 


БЕРМЕН! 


而 其 图 形 如 图 3 -4 所 示 。 由 式 (3 -41) 即 得 响应 的 功率 谱 密 度 
BR CO 


Sle) = 8,(0) | H(o) |? = 


[Hoy 


O a 


43-4 单 自由 度 线性 系统 的 频 响 特性 的 模 方 


其 图 形 如 图 3 -5 所 示 。 值 得 注意 的 是 , 白 品 声 通过 一 个 线性 系统 
以 后 ,不 再 是 白 噪 声 了 ,而 成 为 一 种 窗 带 噪声 ,或 者 形象 地 说 ,一 种 
“粉红 噪声 "。 从 这 个 意义 上 讲 , 线 性 系统 像 一 个 “ 染 全" ,可 以 将 
通过 它 的 信和 号 染 上 “粉红 色 ”。 
按 式 (3 -42) ,可 计算 均 方 什 
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3-5 单 自由 度 线性 系统 对 于 随机 激 大 的 响应 的 功率 谱 密 度 


完成 以 上 积分 需要 一 些 技巧 。 我 们 也 可 以 先 求 RC ,然后 月 由 
R.(0)2K $.。 已 知 单 自 由 度 系统 的 脉 溃 响应 函数 为 


Қа) = u(t) te "sina (3 — 47) 
AF u(t) A BEER PRÉC, Н 3X (3 -34) ,得 


+m +m z: 
R(T) =| Í Без 2e sing | 


2 
| u( À,) Pte P" іла, | x 
Фа 
R(T+ А, - À;) dà dA; 


4 
50%), += т“ -ünl AtA} = - 
z e Sino, À,sinaA, * 
t, 40 0 


5(т+ À, - А,) dà, da, 53-48) 
先 假 定 z>0, 利 用 6 РВЕ, ЭЕ А, 积分 ,有 


S et = ры (2k зт) 
R (T) = PE Í, е ! sinm,À,sincg, (t À1 ) dA, 
d 


(3 - 49) 
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Ti FH = fa eR CERTE Hi ЕНЕ, | 48_E R y ËJ AS AE 


3 созе T + Тез sin, d (r» 0) 
К,(т) = 

Зоб, -tarr | oso z- £ Bind d (т< 0) 

4E 1-2 


(3 – 50) 
Arp: 当 r<0 时 结果 ,由 R.(7) 为 偶 函 数 的 性 质 得 到 ， 


3.4.2 单 自由 度 线性 系统 对 多 个 随机 激励 的 响应 


现在 来 分 析 M 个 平稳 随机 激励 作用 下 线性 系统 的 响应 。 这 
种 系统 可 以 用 下 列 常 系数 线性 微分 方程 表示 


mau 


a mi т 

GU) _ (n? (r) 网 ("м) 
ха" = Mb X” + P LX e» b, Xu" 
Е-П гу =Ü rz = Ü 


(3 — 51) 

skip. YO 5g XU? ЭЖ Y 5 X, XE GU] k Br r 阶 导数 ,并 且 
HE ҮЗ = Y, x" = X. 

1， 频 率 响 应 函数 Н (о) 和 单位 脉冲 响应 函数 А (г) 

对 于 式 (3 -51) 表示 的 系统 , 设 仅 有 一 个 激励 X, 作用 ,而 其 
它 于 -1 个 激励 都 等 于 零 时 ,系统 的 频率 响应 函数 为 蔬 {w) ,单位 
脉冲 响应 函数 为 h(t) лам Y (t). ІН, , 设 仅 一 个 激励 蕊 tE 
用 ,而 其 它 М -1 个 激励 都 等 于 零 时 ,系统 的 频率 响应 函数 为 
HBH (o) ,单位 脉冲 响应 函数 为 记 (1) ,响应 为 了 (1)。 

ERG -51) 中 , 仅 保 留 世 ,而 令 其 它 对 -1 个 激励 都 等 于 零 
时 ,可 以 得 到 


У 5, Cio)” 
Н(о)------ (|і-1,2,-,М) (3-52) 
2 a, Cio )' 
0 
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由 H (a) 经 Fourier 逆 变 换 就 是 (1)。 从 而 系统 在 一 个 激励 工作 
用 下 的 响应 为 
yo) = | BOXU -rdr (3-53) 


我 们 把 HoP MEF X. 与 了 BJ S8 E | БАЖ, E h. (t) 
区 为 对 应 于 A,A, BJ f орнала. 

E T hH DR PE, N (3 -51) 表 示 的 线性 定常 系统 在 M À BË ph TE 
用 下 的 响应 为 


Үй) = Y, + Y, + = + Y, = > Y, 
将 式 43 -53) 我 人 上 式 , 得 到 
Ya) = У Г h (t)X {t т) йт (3-54) 


了 = 


2. тен, На КЖ Ж 
有 了 两 个 激励 时 系统 的 啊 应 的 数学 期 望 为 
Е(Ү) = ECX,) H, (0) + Е(Х,)Н,(0) 
运用 数学 归纳 法 可 直接 得 到 M 个 激励 时 系统 响应 了 的 数学 期 
望 为 
ECY) = Y E(X)H(0) = [HOTTE] (3-55) 
有 两 个 激 现时 响 焉 的 自 相 关 范 数 可 以 写成 
BR 2f f [X Уве m ato 


(3 - 56) 
运用 数学 归纳 法 可 直接 得 到 时 个 激励 时 系统 响应 了 的 自 相关 
函数 

R,(r) = f. f. | > ЗО» OD RC E - %) | déan 


(3-57) 
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对 系统 响应 了 的 自 相关 函数 R, (tt Fourier 变换 ,可 以 得 到 响 
应 的 自 功率 谱 密 度 S, Co) i 


S,(m) = > 2, H CO B (о) S, (о) (3-58) 


3.5 多 自由 并 线性 系统 对 于 随机 激励 的 响应 
基于 随机 过 程 的 联合 性 质 的 知识 ,现在 我 们 可 以 进一步 讨论 

多 自由 度 系统 对 于 随机 激励 的 响应 。 

3.51 两 个 自由 度 系统 的 激励 与 响应 之 间 的 联合 性 质 


设 有 两 个 线性 系统 ,如 图 3 -6 所 示 , 其 脉冲 啊 应 炒 数 分 别 为 
RG) h (G) ,频率 响应 函数 分 别 为 H, (о) H, Cw) ,其 激励 的 随机 
id EID LFLCO ELLE GOD 1 ,而 响应 的 随机 过 程 分 别 为 19,(#t)}、 
ра. ,这 里 想 设 备 随机 过 程 均 为 各 大 历 经 的 。 


LEG h.n) ізгі?) 
Но) 

ғал h.n) САС: 
H,(m) 


图 3-6 
两 系统 的 响应 的 互相 关 函 数 为 


RAO) 7 lim ССТ +т) 9 (3 — 59) 
式 中 
Q0) = [АСОС A), (3 - 60) 


aie) = [ROO 7 A4, (3-61) 
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代 人 式 (3 - 59) ,得 


R.) =m E [^ [na 728] 
ІШ A CADEC +T- A.)dA, | dt 
J frama [e ye 


ADEC +t- A,) dt | dà,dà, (3-62) 


H T pl Fe e 6 072 АО, Ed T tB, БЕЗ 889, T 88 әб SCR hl [R] WT 
以 平移 ,而 并 不 会 影响 式 (3 -62) 方 括号 中 的 积分 结果 ,有 即 


1 туз 
lim z | Ға-алҒа +T A.) dt 
Tm T J] тп 


. i т/а 
=lim | AOS ttt A, c Adi 


=R, R (r+ A, - À,) (3 - 63) 


代入 式 (3 — 62) , 18 38] Ы ЖИЛУ B) ЕАН ра ЖР AR ЭХ 
函数 之 问 的 关系 式 


R,, (CT) = | І h.(A.)h (A.R (та À, = A) dA da, 


(3-64) 


当 r=s 时 ,上 式 即 为 式 (3 -34)。 
以 下 计算 两 系统 的 响应 的 互 功率 谱 密 度 函 数 。 为 此 ,对 式 
(3 —64 E Fourier 变换 


5,00) = | R. (De ате 


Г е” IN Г h (А, JA (A, R Cr А, - A, JAA, dA, lac - 
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f. ІШЕРДЕН ШІН R (z+ À, — A )e "dr ] 


(3 - 65) 
对 于 式 (3 265) ,利用 Fourier 变换 的 位 移 性 质 
$, (9) = S, (o) | ERCA, da, | e ACAD dA, 
(3-66) 


问题 的 关键 在 于 如 何 计算 | e (A dA, ,将 Hw) = 
[| < hd, RAER 
5.(ш) = S, Co)H, Qu) | e" Ә(АДӘА, (3-67) 


4 [ ЗАДА, = HC e) = Н (о) ЗНАЛ БЗК 


5,6) = H,( e y H (а) 5,, Са) (3-68) 
当 r=s 上 时 ,上 式 即 为 式 (3 -41) 。 
(3-68) 0 T (BE Pi EDU ECOL = 1ECO T, B 
H, w) =1 Bf ,3 (3 — 68) 27 


S. (6) = H; (ш)5,(ш) (3 — 69) 
XT E RA [alit HUE 3, 
S, , (o) = Н,(0)8, (w) (3-70; 


上 式 表 示 一 个 系统 的 激励 谱 与 其 激励 种 响应 的 互 谱 之 间 的 关系 。 
3.5.2 # E ER FEF 3 Sç 9t ЖЕЛІНІ Df Fi 
TE 49r Z H НАЯ 3° EË HL 28 ЫЛЫ, ТЕН 
到 第 1 AAT 解 帮 "的 知识 和 方法 。 设 系统 的 运动 方程 为 
[m]1 CDI + Геј (е) + ТААС) = ipto! 
(3531) 
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RP: ІСУІ ЖЕЗ ІРО | 为 激励 矢量 。 还 假定 已 经 对 相 
应 的 无 阻尼 系统 进行 了 模 态 分 析 ,而 经 正规 化 的 模 态 矩阵 为 


[u] = [þu h, u Ыр) (3 - 72) 
ХЕ PEE dE, НИН Аф Ex (1) ЯАГ АФ Ea(0 | ,有 
Ix(01 = Eu]ieCOH (3 - 73) 


将 式 (3 -73) 代 人 式 {3 -71) ,并 在 等 号 两 边 同 乘 以 [v] 得 
[а] әб) + Гә е1) Е + СӘТЕП) 
= [u]'IpCe] (3-74) 
因为 [ua] [m] u] = 五 , 故 上 式 变 为 
V) LO Lu] Cellulit} +[u)]'[k]J[uliq(t) | 
= [ul' ipto | (3 - 75) 
新 的 阻尼 短 阵 为 


(«17111141 -| 26 | (3 - 76) 


fii 39r АСРАН EB RE Э 
[s] [k][u] = w (3 -77) 
另外 ,为 将 激励 变 为 iA 的 形式 ,将 激励 作 如 下 变换 
[u] ip( 01 = w x w [ul ip} 
(3 - 78) 
令 
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ШЫ a ЕЗ (3 ~ 79) 


综合 式 (3 -75) «3X (3 -79) , 则 有 
2,0) *2£,0,4(0) + og) = eif (D  (ғ-1,2,-5,п) 
(3 – 80) 
WRfA(D0r21,2,-,2)29] X3. BÉ EE Ip | 的 每 一 个 
分 量 都 为 确定 的 函数 ,于 是 式 (3 - 80) 中 的 每 一 个 方程 相当 于 一 
个 独立 的 单 自 由 度 系 统 , 按 单 自由 度 系 统 求解 即 可 。 

现在 我 们 假设 {p(t)} 的 每 一 个 分 量 是 一 个 各 态 历 经 的 随机 
过 程 ,而 且 具 有 零 均值 和 正 态 分 布 ,因此 1x( 纪 |、1g(b9 和 | (2)] 
的 每 一 个 分 量 也 是 一 个 各 态 历 经 的 、 堆 均值 的 、 正 态 分 布 的 随机 
过 程 。 

我 们 知道 ,对 于 一 个 零 均 值 的 正 态 随机 过 程 来 说 , 它 的 相关 函 
数 或 者 功率 谱 密度 函数 就 可 以 完全 地 描绘 其 统计 特性 。 因 此 ,我 
们 在 求解 多 自由 度 系统 对 于 随机 激励 的 响应 时 ,目的 就 在 于 由 油 
励 19(t) | 的 相关 函数 或 功率 谱 计 算出 响应 | x (t) 1 的 相关 函数 或 
功率 谱 。 由 于 问题 涉及 到 多 个 随机 过 程 之 间 的 互相 关 与 自 相关 函 
数 , 互 谱 与 自 谱 ,我 们 采用 给 阵 的 形式 ,以 便 将 推导 过 程 与 结果 表 
达成 紧凑 的 形式 。 

1. Y Lx 

[FI Rz АЕ Азан ЕРЕШЕ 3⁄2 > 


[RD = limf (АС ined à (3-81) 

T WNUCIEPICICIORERADIME LL LINE 
量 为 一 随机 过 程 。 事 实 上 [R.(z)] 为 axn 矩 阵 

[R,(0] = [R CO ] (3 - 82) 


AP 
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. 1 ту? 
R, , (z) = lim т |50090 + z) d: {j,k = 1,2,--,п) 


(3-83) 
ЖА КИСЕ BH Е E tE py PE [8] ЕШ. 
На Бу ВУЛ 5 АЕ КАН ЭС ВЕЕ S у 


[RC] = Bm е (ай) tale +r) 1740 (3 — 84) 


HERG -TRAKO -81), 则 有 
[R (z)] = [u][R (z)][ #]' (3-85) 
НЕ, 5 BB 75 BU 3E 2E 58 RE. 35 


[Rs(r)] = іш mf ІРО | ip(s + х) |79: (3 - 86) 
广义 力 的 相关 和 矩阵 定义 为 

LAC] = dim [^^ OY UG ePi G - 87) 
将 式 (3 -79) 代 入 式 (3 -87) , 则 两 者 的 坐标 变换 关系 为 


(3-88) 


[А,(2т) ] | w | [u] ER CO Da] 


2. Fourier 变换 关系 
Wr Foz EE] 97 28 A bn ЖН DERE [EE 2 Fourier 变换 即 得 到 响应 的 物理 
AE bn Bg xn E 38 kp ЕЕ 


[$00] = [LR CO e tde (3-89) 
ERARE n xz 个 变换 式 。 
5.09) = | Raedt (kj = 1,2, 
(3 - 90) 
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x (3 - 89) HAERA 
(Rl === | Soledo — (3-90 


RMH, ЕГА, (z)] 5 [S CoD). IR, CO] 5 [S CoD]. 
[ R,(7) ] 3[ S, Co) ] Z R] ИҰ Fourier 正 、 闭 变换 的 关系 


[3,()] = Св, о) е7 ат (3-92) 

[RG] = zy 08,00) Је аа (3-93) 

КЕТЕ [о [RC le Yar (3-94) 
1 Mad Jian 

[R (z)] = ym | 18,69) ]е do (3-95) 

ЕЛГЕ [LRQ de (3 - 96) 


[RD] =z | [S(0]e de — (3-97) 


将 式 {3 - 89) AG - 91) = IK (3 - 打 ) 这 一 组 公式 与 式 (3 - 85) 、 
式 (3 ~88) 结 合 起 来 , 即 可 得 出 [5S,(w) ] S [ S, (9) ] IB, ES, (2 ] 
5i 5,Co) ] 之 间 的 坐标 变换 公式 。 事 实 上 ,将 式 (3 -85) 代 人 式 
(3 –89) ,得 


[$.(9)] = Са, (е) Је “az 


={u] С, о) Је tasa] (3-98) 
将 式 (3 -92) 代 人 上 式 ,有 
[$,(9)] = [uli S, (а) ]Eu1" (3-99) 
此 式 即 为 [5,(w)1 与 [5S,(w) ] 之 间 的 坐标 变换 关系 。 同 理 可 得 
[5,009 ] LS, Co) ] 之 间 的 坐标 变换 关系 为 
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[SA{wm) ] = 


e | eris a" | 


(3 — 100) 


3. 系统 变换 

系统 变换 指 的 是 由 激 盎 的 统计 参数 经 过 系统 以 后 , 变 成 了 响 
应 的 统计 参数 。 最 方便 的 系统 变换 是 由 [ 5,(w} ] 变 为 [5S,(w)]， 
Яя В 2) 


[S w] = 


sen 2 


H` (w) 


(3 — 101) 
Abg COO LAUR SER B PR A s Lf LACO 1 555 BLA CREER 


尽力 时 LE RF 296 Н(о) HARAR ЖЕЗ 
展开 得 

Sn San UT S uns H? (w) 

5 д, on Ut S ass " Hj (o) 

5 н 5 UT S s. H` (o) 

Bah San T H (o) 

Sah 35h Spr x H, (о) 

5. hn S, f S, f. H, (о) 


КЕЛИН ЕШ T nxn 个 等 式 

S. (e) = H; (о) Н,(ө)5,, Co) (rs < 1.2; n) 

(3 — 102) 

此 即 为 式 (3 - 68) ,该 式 已 就 两 个 独立 的 单 白 由 度 系 统 加 以 证 明 。 
由 式 {3 -99). 式 (3 — 100) HIIS CS -101) 醒 可 以 得 出 物理 坐标 下 
的 系统 的 变换 关系 , 即 [S.(w) | 与 [5,(w)] 间 的 变换 关系 。 

以 上 我 们 讲述 了 多 自由 麻 系 统 所 受到 的 着 机 激励 与 随机 啊 应 
的 “坐标 变换 ” "Fourier 变换 "与 “系统 变换 "关系 。 基 于 此 ,我们 
"T DA pi Не РЕСЕ, CO) ] 计 算出 响应 的 相关 和 挎 阵 {R.kr) ] ， 
其 中 [有 tr)] 可 以 实际 测试 获得 ,也 可 基于 一 定 的 理论 模型 推算 
出 来 。 而 得 到 的 [R,{7T) ] 也 可 由 实验 加 以 验证 。 

НГА, (т) ] 到 [R(T)} 的 计算 过 程 如 图 3 -7 Жж. ШЕН 
了 变换 的 种 类 及 相应 的 公式 号 。 由 式 (3 -91)、 式 (3 -99) 与 式 


系统 变换 


12) H6») — 
isl pL mn > 


式 G-101) lC) 


Fourier ЯР 式 (3-93) NA Fourier 变换 
x (3—96) 
[R,Cr)] x (3-103) [5,70] 
学 标 变换 (3-85 NN Sb E 
rü (3-87) 
[RA r)] [R2 


图 3-7 由 激 万 相关 矩阵 求 响应 相关 和 矩阵 的 计算 过 程 
(3-101) Еу, Ж 


[RO] «5 cu] г i (o iso 
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| Н( a) a de[u]' (3 - 103) 
A a CO ВАН ВАУ 


[R,()] = 510] А н" co is 


| Н( о) е do[ w,]* (3 — 104) 
其 中 
[u] = [uf? uf? ,-- uf" ] (3 - 105) 
即 模 态 矩 阵 的 第 7 行 组 成 的 行 矢量 。 
令 上 式 中 =0, 得 第 /坐标 上 响应 的 均 方 值 
; 1 ° 
ы [RIO] =xlul| | оно) [LS/C221 - 


| H( w) fistan (j= 1,2,5.) (3 – 106) 


3.6 连续 结构 对 随机 激励 的 啊 应 


这 里 我 们 来 研究 确定 连续 弹性 结构 受 分 布 随机 力 x, 站 激励 
的 绚 方 响应 y Сх, г) 的 问题 。 我 们 用 主 据 型 求 和 方法 来 振 讨 这 个 
问题 。 
96 


y(x,)) = У br) g(t) (3 - 107) 


AP: 由 (9 是 结构 的 主 振 型 ,我 们 可 以 应 用 前 面 关 于 单 自由 度 系 
统 啊 应 的 知识 。 对 此 我 们 必须 假设 由 下 式 规 定 的 正比 阻尼 。 


f COGO GO ds = 0 (3 - 108) 
那么 ,无奈 合 主 振 型 方程 为 
4; +2401, + mo, g; = о) (3 - 109) 


式 中 
M, = | 90е) ат = 广义 质量 


G) = [fs D) GOde = 广义 力 
在 构成 y(*,t) 的 均 方 响应 中 ,下 列 求 和 是 必须 加 以 考虑 的 。 


2 + 1 me 2 
y ( x ,1) = lim | y (x,t)dt = 
r= T Jra 


> > Ф,(а) $Cx) lm еда (3 – 110) 


应 注意 到 我 们 关注 的 是 q (t) l q, Сс) É Tr НЭС ВАЎК, ERE: 
AX Ва a] ЕДН Fourier AE 8 у SE TR yop fo E 


lim [^ «(Ga Code = (7 Tim 10,0) Q1 Co) do 
(3 - 111) 
式 中 : 后 面 的 大 写字 母 表示 相应 量 的 Fourier 变换 。 同 时 我 们 知 
道 ,广义 坐标 的 互 功率 谱 密 度 函 数 5,,,(w) 与 激励 力 的 互 功率 谱 
密度 函数 Su(w) 的 关系 为 

Sa (@) = Н.(ә)Н; (908, Са) (3 - 112) 

综合 式 (3 - 110) 与 式 (3 - 112) 可 得 
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FED = Y E blabla) | нон; Со), 0)do 


(3 - 113) 


ЖЕЖ KHNA, KAER ECES T 08: p E 
R (r) = E[x(t)x(t ғат) | 


然后 ,由 5.(w) = |” R.G)e ас 求 出 响应 的 功率 谱 密 度 函 数 。 
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Важ 非 线性 系统 的 振动 


前 面 三 章 讨 论 的 系统 都 是 线性 系统 ,但 严格 地 讲 ,描述 振动 系 
统 的 方程 大 多 是 非 线 性 的 。 对 于 那些 非 线 性 因素 较 弱 ,上 略 去 非 线 
性 因素 久 不 从 根本 上 影响 最 后 结果 的 问题 ,我 们 可 以 用 线性 方程 
代替 非 线性 方程 ,这 种 方法 称 为 线性 化 方法 。 对 于 很 多 问题 ,这 种 
简化 是 合理 的 。 面 对 某 些 非 线性 问题 ,这 样 简化 误差 根 大 ,甚至 带 
来 质 的 变化 ,这 是 不 允 许 的 。 因 此 有 必要 研究 非 线性 系统 的 振动 。 

由 于 线性 微分 方程 理论 已 经 发 展 得 比较 完善 ,所 以 线性 振动 
理 沦 也 发 展 得 相当 完善 。 作 为 线性 振动 理论 的 基础 之 一 一 一 去 加 
明理 ,在 非 线 性 振动 系统 中 不 再 适用 ,因而 线性 振动 理论 中 的 一 系 
列 的 方法 和 定理 ,例如 , 模 态 亚 加 法 、 暂 态 振动 中 杜 哈 梅 (Du- 
hamel) 积分 、 模 态 分 析 和 模 态 综合 等 ,在 非 线 性 振动 理论 中 都 不 再 
适用 52 。 

线性 振动 系统 的 解 具有 唯一 性 ,而 一 个 非 线性 系统 往往 有 几 
个 平衡 状态 和 局 期 解 。 其 中 有 些 周期 解 和 平衡 状态 是 稳定 的 , 即 
可 以 实现 的 ;而 另 一 些 周期 解 和 平衡 状态 是 不 稳定 的 , 即 不 可 以 实 
现 的 。 因 而 ,研究 非 线性 振动 解 的 形式 和 研究 解 的 稳定 性 是 不 可 
分 离 的 。 对 于 含 参 数 的 非 线性 振动 系统 , 当 参 数 变化 并 经 过 某 些 
临界 点 时 ,系统 的 定性 性 态 ( 如 平衡 状态 或 局 期 运动 的 数目 和 稳 
定性 等 ) 会 发 生 突然 变化 ,这 种 理 象 称 为 分 倪 1。 

单 自由 度 线性 振动 系统 在 谐 波 激 励 下 的 响应 仍然 是 谐 波 , 旦 
响应 频率 与 激励 频率 相同 。 非 线性 系统 受 迫 振动 响应 会 出 理 与 激 
励 力 同 频率 的 成 分 , 即 主 共 振 响 应 ,有 时 还 会 出 理 不 同 频率 的 成 
分 ,包括 次 谐 波 . 超 谐 波 和 超 次 谐 波 响 应 等 。 此 外 , 非 线 性 振动 系 
统 还 可 能 出 现 更 为 复杂 的 振动 现象 一 混沌 振动 。 混 沌 振动 是 指 
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在 确定 性 振动 系统 中 出 现 的 一 种 对 初始 条 件 极为 敏感 .貌似 无 规 
则 的 .类 伺 随 机 的 运动 ” 。 


41 非 线性 振动 系统 的 运动 微分 方程 


线性 系统 的 运动 方程 可 写 为 
mE = F(t) ~ ex(t) — kx(t) (4 - 1) 


жен; Ға) АУМЕНІ2 ROGO BIET kelt SEES ER У. E 
X tud y — F BH 0 pu 48 НЕОЛ PE CR. ЛИН De s u 8 
«СОНАН x (г) REWE., fBdE-— B Bš JE 7j -SMERE 75 TR] 
ха). (之 间 存 在 着 较为 复杂 的 非 线 性 关系 
mš = Ға) -Р(х,%) (4-2) 
RA H x.x МЕТ, ІНЕ F АЯТЫ Р(х, 2) 函数 
在 x=0.# =0 的 附近 展开 成 素 芜 (Taylor) 级 数 ,并 仅 取 其 一 次 项 ， 
而 略 去 高 次 项 ,从 而 得 到 式 (4 -1) 的 线性 方程 。 
如 果 据 幅 较 大 ,或 非 线 性 很 强 时 ,这 样 的 简化 误差 很 大 ,因而 
必须 采用 非 线 人 性 模型 。 式 44 - 1) 可 写 为 
X + f(x,t,1) = O (4-3) 
AP: ЕНЕГЕ 31| AD Cla die SR PE CM. 25 EE У 
处 力 )。 
根据 微分 方程 中 是 咨 显 含 自 变量 所 可 将 振动 系统 分 为 自治 系 
统 和 非 自治 系统 。 


4.1.1 自治 系统 


在 非 线性 自治 系统 中 ,广义 作用 力 了 是 广义 位 移 x 与 广义 速 
ВЕ + ВОЗЕ РАЎ, ЭВ х. 而 间接 地 依赖 于 时 间 + 以 外 ,不 
直接 与 时 间 1 有关, 即 运动 微分 方程 中 不 显 含 时 间 te ӘННЕН 
治 系统 的 运动 微分 方程 可 表示 为 
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X £f(x,£) = O (4-4) 
自治 系统 还 可 以 进一步 分 为 保守 系统 和 非 保 守 系 统 。 
(1) 保守 系统 ”如果 作用 于 系统 的 广义 作用 力 是 仅 与 广义 坐 
标 有 闫 而 与 广义 速度 无 关 的 保守 力 ( 有 势力 ) ,在 振动 过 程 中 系统 的 
总 机 机 能 保持 不 变 , 此 时 系统 称 为 保守 系统 。 其 运动 微分 方程 为 
X + f(x) = 0 (4 — 5) 
(2) 非 保守 系统 如 果 系 统 还 受到 与 广义 速度 有 关 的 广义 作 
用 力 的 作用 (主要 是 各 种 类 型 的 阻尼 力 ), 则 系统 是 非 保 秆 的 。 其 
运动 微分 方程 为 
E + e(x,#) + f(x) = Ü (4 — 6) 
AP: ф(х,ФУЯ Қаза АТ V iH J fr ЗЕЯ, 
V VO IR 7j. n] SB AV PEP SCR BE ú n LB px). 
式 (4 -6) 通 常 可 以 写 为 
K + g(x,X)X + f(x) = 0 (4 — 7) 
这 时 Er f(x) ARTA JES f(x, x ) BJ AS TH fE ЛЕ, BT 3# dE Pe SF 
系统 式 (4 -7) 分 为 二 类 : 
(D gz)>0, 系 统 在 振动 过 程 中 总 能 量 将 不 断 损 耗 ,振动 
жкм. ЖЖ ЛЕН SE. 
四 sz,5s)<0, 系 统 在 振动 过 程 中 总 能 量 将 不 断 增 长 ,振动 
将 逐渐 增 大 。 称 为 负 阻 尼 系 统 。 
g(x,$) «0,25 |æ], | & Гала 
g(x,$) »0,24 |х|. | 52 
这 种 情况 下 , 较 小 的 振动 将 随 能 量 不 断 增 加 而 增强 . 较 大 的 振 
ЭЕ НЕЕ ІС ЖЕЛІ ІН ЖҰЛА, ЖАНГА BEL 35 B9 xE UE Tü 50), ТЕ RE 
一 个 振动 周期 内 能 量 的 增加 和 耗损 正好 相抵 消 。 这 时 的 振动 称 为 
自 激 振动 ,系统 可 称 为 自 激 振 动 系统 。 范 德 波 尔 (YanderPol) 振 子 
E+eltx — 1)% +x = Ü {e > 0) (4 – 8) 


便 是 一 个 典型 的 自 激 振动 系统 。 
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保守 系统 和 耗 散 系统 在 振动 过 程 中 总 能 量 只 能 分 别 为 保持 不 
变 和 逐渐 损耗 。 有 时 将 它们 统称 为 被 动 系统 ,以 区 别 自动 从 能 源 
补充 能 量 的 贷 阻 尼 系 统 和 有 自 激 据 动 系统 。 


4.1.2 非 自 治 系统 


当 系 统 受到 的 外 力 F( t) 是 随时 间 而 变化 的 动态 力 ,或 弹性 恢 
复 力 和 阻尼 力 与 x、* 和 鲍 关 系 本 身 是 随时 间 而 变化 ( 即 系 统 本 对 是 
时 变 的 ) 的 , 则 运动 微分 方程 中 将 显 售 时 间 1:。 此 时 ,该 系统 称 为 
非 自 党 系统 ,其 运动 微分 方程 为 
E + Р(х,у = O (4-9) 
下 面 , 主 要 讨论 两 类 非 自 治 系统 : l 
D 强迫 振动 系统 系统 受到 随时 间 而 变化 但 与 运动 无 关 的 
BJ pCO 的 作用 时 ,激励 将 作为 非 齐 次 项 出 现在 运动 徽 分 方 
程 中 
X 十 різ,і) Да) = p(t) (4-19) 
我 们 主要 研究 激 振 力 p Cc) 随时 阿 周 期 性 变化 的 情况 。 这 种 情况 
下 系统 发 生 的 定常 周期 振动 称 为 强 户 振动。 相应 地 ,将 以 式 
(4 -10) 表 示 的 系统 称 为 强迫 振动 系统 。 若 p(x,*) = 0 8 ф(х, 
i) =, (х) = ax + Bx , 则 式 (4 -10) 称 为 杜 苏 (Duffing) 方 程 ， 
以 该 式 表 示 和 的 系统 称 为 杜 若 系统。 
О 参数 激励 系统 当 弹 竹 恢复 力 和 阻尼 力 的 系数 随时 间 而 
变化 时 ,就 得 到 了 变 系 数 的 运动 微分 方程 ,例如 
E+ [g(x,3) + гг) (а, ] + (Жж) + gti)e(tx)] = O 
(4 — 11) 
ЕЛЕТӘНЕЗЗЕ ESTEE А Е C DUE РЕЗ Еа 
a ( Mathieu) БЖ 
X + {8 + Әксозамдх = Q (4 - 12) 
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4.2 非 线性 振动 的 定性 分 析 方 法 


非 线性 微分 方程 鞋 今 还 设 有 一 般 的 解法 .只 能 报 据 微分 方程 
的 特点 采用 一 些 特殊 的 方法 来 尽 可 能 揭示 出 系统 的 某 些 重要 的 运 
动 性 态 。 这 些 方法 主要 有 两 个 分 支 : 定 性 方法 和 定量 方法 ,在 实际 
应 用 中 ,这 两 种 方法 常常 是 相辅相成 的 。 

定性 方法 能 直观 地 显示 出 微分 方程 解 的 主要 性 质 , 从 而 得 到 
非 线 性 系统 运动 的 主要 特征 。 因 此 ,在 非 线 性 系统 振动 问题 和 非 
线性 微分 方程 的 研究 中 ,定性 方法 得 到 了 广泛 的 应 用 。 

相 平 而 法 是 最 直观 的 定性 分 析 方 法 之 一 ,但 它 具 适用 于 维 数 
较 低 的 系统 。 相 平 而 法 利用 相 加 迹 来 描绘 系统 的 运动 性 态 。 相 轨 
迹 的 奇 点 和 极限 环 分 别 对 应 于 系统 的 平衡 状态 和 周期 运动 。 分 析 
麻 点 和 极限 环 的 类 型 可 以 判断 平衡 状态 和 周期 运动 的 稳定 性 ,以 
及 受到 挑动 后 可 能 具有 的 振动 特性 。 


4.2.1 相 平 面 、 相 轨迹 
先 以 单 自由 度 非 积 性 自治 系统 汶 例 ,说 盟 相 平面 法 的 特点 。 
设 运动 徽 分 方程 为 
€ +f(x,z) = O (4 – 13) 
Е x, = s, ДХ C4 -13) 可 化 成 一 阶 方程 组 


г Шы (4-14) 
X, = —f((x⁄,,x,) 

车 以 x,( 可 着 作 质点 的 位 物 } 和 *,( 可 着 作 上 质点 的 速度 ) 为 坐标 , 作 
一 个 坐标 平面 x,ox;, 则 系统 在 每 一 瞬时 的 运动 状态 (x,*), 可 用 
x, 和 x; 的 一 对 数值 (x ,x,) 来 表示 ,而 这 正好 是 x 0, 平面 上 的 一 
个 点 ;反之 ,xi0xs 平面 上 的 一 个 点 (as 对 应 杀 统 的 一 个 运动 状 
态 。 故 此 坐标 平 而 x ox. 称 为 相 平 而 (或 状态 平面 ), 它 表示 单 目 
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由 度 系统 所 有 可 能 振动 状态 的 集合 。 由 于 相 平面 土 每 个 不 同 的 点 
对 应 于 系统 的 不 同 状态 ,因此 可 以 用 一 个 动 点 在 相 平 面 上 的 运动 
表示 系统 运动 状态 的 变化 ,这 个 相 : 
平面 土 以 (x ,x;) 为 坐标 。 用 以 表示 
系统 运动 状态 溉 化 的 动 点 称 为 由 
点, 相 点 在 相 平 面 上 的 运动 轨迹 称 
为 相 饥 迹 ( 或 相思 线 ), 为 了 表示 相 
FB AE 91 xi 2) Ну ЛУ inj , T TH SL 20 
主 标 以 相应 的 箭头 .如 图 4 -1 所 示 。 图 4-1 相 平 面 内 的 相 软 迹 
JH A i 4 PLE =s 5 B3 X. HE PR A AH PE BE . 履 式 (4 -14) 可 以 看 作 是 
HE E J py Ж, 

按照 以 上 的 表示 方法 , 便 形 成 了 系统 的 运动 和 相 平面 土 的 相 
点 之 间 的 一 一 对 应 关系 : 

(D 系统 在 某 一 瞬时 的 运动 状态 (x,<) 对 应 于 该 时 刻 相 点 在 
HAE rii Ву — 1-02 8E , ДАН ЗР БУ — 1 5x (у) о 

QD 系统 运动 状态 的 政变 对 应 于 相 点 在 相 平 面 土 位 置 的 改变 。 

© 系统 的 运动 微分 方程 式 {4 -13) 对 应 于 相 速 度 的 投影 方程 
式 (4 ~ 14). Ж (4 -14) 中 的 两 式 相 队 , 可 得 


dx, Жа) (4-15) 


dx, x, 


上 式 表示 相 平面 土 的 一 个 方 商 场 А ЕН Sh p Bi #k Bbk ah h Ë , 

D 求解 系统 的 运动 微分 方程 式 (4 — 13) ,就 是 求 相 点 在 相 平 
而 上 上 的 运动 方程 zx =x (1) х, = x, (t) ЕЖ $ E IIS 
(4 -15) 的 积分 曲线 族 和 相 点 沿 此 曲线 族 ( 相 轨迹 ) 运 动 的 规律 。 
对 于 实际 的 系统 , 隔 数 (x1 ,x,) 在 相 平 面 内 连续 且 对 (x ,xz, 2 E BE: 
2E dE 35 PX ( Lipschitz) (Е, Sr EL 3& (4 - 1) 应 满足 解 的 存 存 性 与 唯 
一 性 的 柯 西 (Cauchy) 和 条件。 故 对 任意 给 定 的 起 始 条 件 , 必 存在 唯 
一 的 咕 数 组 x, — x (t) fll x, = x, CO WIES CA -15) 和 和 给 定 的 起 始 
ЖЕ. I 

这 样 ,对 于 单 自由 度 非 线性 自治 系统 ,用 相 平面 法 研究 其 运动 
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规律 问题 ,就 是 根据 由 运动 微分 方程 变换 得 到 的 方向 场 求 出 积分 
BH £X 9 ,并 求 出 相 点 洛 此 曲线 族 的 运动 规律 。 了 解 系统 运动 性 质 
的 关键 在 于 了 解 积分 曲线 的 拓扑 结构 ,而 不 关心 它们 的 定量 变化 。 
同样 , 相 点 沿 相 轨迹 运动 的 定量 规律 但 是 不 重要 的 ,关键 是 其 运动 
的 方向 和 特性 。 所 以 相 平 而 法 是 定性 方法 , 它 能 给 出 关于 系统 运 
动 性 质 的 一 个 全 局 "图像 "。 下 面 , 我 们 再 来 讨论 怎样 作出 自治 系 
统 的 相 轨 迹 图 来 。 

由 式 (4-15) 可 知 ,自治 系统 在 相 平 面 中 所 确定 的 方向 场 是 
斑 定 的 , 即 相 加 迹 在 每 一 点 处 的 斜率 仅 了 到 雇 于 这 一 点 揭 笃 标 (xz， 
34). 4 

dx, 2 - f(x, ,x,) 
dx, x; 

式 中 为 常数 。 将 相 平 面 上 轨 线 颁 斜 度 
JB c BE AXE, BR EX, YR e "I EET, 
RR [BIS сіЕ,с-ес,,с-с,, 18 ЖІ 28 i 
线 族 ,如 图 4 -2 所 示 。 设 起 始点 4 正好 
HE с=с 的 等 倾 钱 上 ,从 该 点 出 发 ,以 
斜率 ce ЕНЕ Cr Fd rjr Hé ЖЖ), 
分 别 交 ce = c, 的 等 壬 线 于 两 点 , 取 此 两 
IE RCXUSE a В, E АВ 
就 是 一 段 轨 线 。 同 此 法 ,得 到 4、8、C、D… 诸 点 , 连 成 曲线 , 即 为 从 
4 点 出 发 的 一 条 相 轨 迹 。 辣 理 可 作出 其 它 各 条 相 轨 线 。 值 得 注意 
的 是 , 按 此 法 作 图 ,会 有 积累 误差 。 减 小 误差 的 途径 是 缩小 c 的 取 
值 c1,c;,… 之 间 的 间隔 , 即 取 更 多 的 等 怖 线 。 

将 相 平 而 的 概念 加 以 推广 ,可 以 建立 表示 任 一 上 个 自由 上 度 非 
线性 系统 运动 的 相 空 间 的 概念 。 


4.2.2 Шат 
设 单 自由 度 自 治 系统 的 运动 微分 方程 为 


= ф(х,.5,) = c (4 - 16) 


图 4 -2 “ЧИН ЕВЧЕНІ 
系统 相 轨 和 迹 图 
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E. = fitit]; 8. = fx.x) (4-17) 


AP: A MAARE хх, НЧЕ Ер, ДОН — PVR P S. AH F- 
ДЕ Л (х, Са) = ОВАН НО AE ES ЖЯ 
点 上 ,所 有 状态 变量 的 变化 率 €,. 2, 均 为 零 , 状 态 变 量 不 会 发 生 改 
变 , 这 样 系统 只 能 静止 在 原来 的 位 置 上 ,因此 , 奇 点 的 物理 意义 即 
系统 的 平衡 状态 , 奇 点 也 可 以 称 为 系统 的 平衡 点 。 如 果 一 个 奇 点 
的 邻 域 中 不 存在 其 它 的 奇 点 ,这样 的 奇 点 称 为 孤立 奇 点 。 在 这 里 ， 
我 们 只 和 研究 孤立 谨 点 。 根 据 式 (4 -17) 可 得 
dx,  f(x,,x,) 
de, fiGn ux.) 
上 式 给 出 了 相 平 面 土 除 奇 点 外 的 相 轨 这 上 各 点 切线 的 斜率 ,有 即 方 
向 场 。 在 奇 点 处 ,由 于 同时 存在 及 (x,x2) = 5 9.) -0,44 
此 ,在 经 过 平衡 位 置 时 其 积分 曲线 切线 的 斜率 具有 不 定 信 。 因 此 ， 
在 相 平面 上 ,除了 孤立 奇 点 外 不 存在 有 任意 两 条 积分 曲线 相交 
的 点 。 
相 平 面 上 孤立 奇 点 的 位 置 可 以 由 下 列 方 程 组 
fix x.) = 0 
ma - 0 
求 得 。 由 于 函数 天 MA IERE, Pk K (4 - 19) 中 可 能 存在 名 
个 孤立 亲 点 。 下 面 我 们 只 研究 奇 点 为 相 平面 原点 时 系统 的 运动 性 
奈 。 这 样 处 理 问 题 并 不 妨碍 问题 的 普遍 性 ,因为 通过 坐标 变换 就 
可 以 把 其 它 位 置 的 奇 点 平移 到 原点 来 。 
设 式 (4 -17) 的 奇 点 在 原点 x, = x, 20 BE ЖА f, ЖУ, ЧЕ 
原点 附近 展 成 泰勒 级 数 


[ = ац taux, + e (x, S3). 


(4 - 18) 


{4 – 19) 


(4-20) 


X; = GQ4X, + 0,5, + z£, (x, Lx.) 


AP 


= 8 


(Е = 1,2) (4-21) 
ax, 


Gg 


ж] =) = 0 


є, Е, J Bt БЕСЕ, ER Е eg r Dw St: | 3E 35 НЕ Ek iE 
ixi E [a] -|” Mil (4-22) 


x 


则 得 到 线性 化 后 的 方程 为 
ізі = [a]lxi. (4 — 23) 
此 式 在 奇 点 附件 近似 地 成 立 , 式 中 [a] 称 为 系统 的 雅 可 比 (Jacobi) | 
矩阵 。 
为 了 求 式 44 -23) 的 解 , 末 用 变换 


lz} = [5]lul (4 - 24) 
式 中 : [b] AARRE [b | zz0)。 将 式 (4 -24) 代 人 

(4-23) ,两 端 乘 以 道 矩阵 [5] "UR | 
Іші = [ells] (4-25) 

其 中 

[e] = [5] "[a][ 5] (4 ~ 26) 
DESI Ur ME REESE ET 
特征 值 。 若 能 找 出 一 个 矩阵 [2] 通 过 相似 变换 式 (4 - 26) ,使 矩阵 


A, D 
[e] 成 为 一 个 对 角 阵 | ^x | ,这 样 就 可 以 使 式 (4 -25) 变 成 最 简 


形式 。 对 角 阵 的 元 素 分 别 为 矩阵 [aj 的 两 个 特性 值 A, 和 Azo 

下 面 根据 特征 值 A, 各 和; 的 各 种 不 同情 况 ,讨论 系统 在 奇 点 
附近 要 轨迹 的 分 布 规律 ,并 由 此 次 定 奇 点 的 类 型 。 

(1) à, A, 是 相 异 实数 ,此 时 


A, 0 
[e] = [b] [a)[5] = % M (4 - 27) 


则 式 (4 -27) 的 解 为 
ц, = Upe"; u, = ue (4 – 28) 
AP: uo sua E о уи, 的 初始 值 。 I 
车 A:<A<0, 则 系统 在 原点 = u, = O 附近 的 相 图 如 图 
4 -3(a) PUS Хажы. FH iX EI RT 31 , АМИН 
点 出 发 的 轨 线 都 单调 地 趋向 于 原点 ,因此 该 结 点 在 李 雅 普 诺 夫 
{ Lyapunov ) ЖХ КЕЛ ES ЕН?» 


94-3 BERRIE 


F A,>A1>0, 则 原点 附近 轨 线 的 形状 仍 与 图 4 3 Ca) Bl, 
但 表示 运动 方向 的 轨 线 上 的 衔 头 的 方向 反 向 。 即 从 原点 附近 任意 
点 出 发 的 轨 线 都 单调 地 离开 原点 ,这样 的 绪 点 叫 不 稳定 绪 点 。 

车 Ar<0<Ai, 则 原点 附近 的 相 图 如 图 4 -3(b) 所 示 , 这 样 的 
奇 点 称 为 蒂 点 ,鞍点 总 是 不 稳定 的 。 

(2) A,.À, 是 相等 的 实数 ,此 时 [ej] 有 两 种 形式 , 即 


[e] = ñ |] (4 - 29) 
或 
Ісі - ñ || (4-30) 
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对 于 式 (4 -29) 所 表示 的 情况 , K (4 -25) 的 解 为 


АЕ PET! 
U, = це зи, = ие (4 — 31) 


НЕНІ, ИА ИНӘ ӘЧ ЕНЖАР Ы EROS 
ЕАС. НША,<0М, ИЕ SA: IH A, >0 时 ,得 到 不 稳 
定 节 点 。 

对 于 式 (4 -30) 所 表示 的 情况 ,将 得 到 一 种 性 化 的 节点 ,此 时 
原点 附近 的 轨 缓 为 曲线 ,仍然 有 是 A, <0 时 稳定 ,而 À, >0 时 不 稳 
定 。 由 于 这 种 情 部 很 少见 到 ,此 处 不 作 详 细 讨 论 。 

(3) A,.A, EHHE A ERS 


омии (4 – 32) 
À, = а — B 
AF: a B 为 实数 。 Wii (4 -25) ИН 
u = (ше ye ; u, = (ue )е ^ (4-33) 
再 作 线 性 变换 
Ln 1 f 2220 Up и, 
E (4-34) 
Қазен к 
得 


v = Cue” )sinBt; u, = (ше) соз! (4 - 35) 
AP: ao = uno 

上 式 说 明 ,此 时 原点 附近 的 相 图 在 {a,uw) 平 面 上 是 一 条 对 数 
м5 ,如 图 4-4(a) 所 示 。 式 中 日 的 符号 确定 螺旋 线 的 旋风 :8 > 
0 ,为 道 时 针 向 ;<0, 为 顺 时 针 向 。e 的 符 叶 则 决定 是 癌 内 旋 还 是 
向 外 旋 , 亦 即 决定 奇 点 ( 即 原 点 ) 的 稳定 性 :a <0, 向 内 旋 , 原 点 是 
崭 近 稳定 的 奇 点 ;ia >0 ,向 外 旋 , 原 点 是 不 稳定 的 奇 点 。 

图 4-4(a) 所 示 的 情况 为 <0,8 >0。 这 种 类 型 的 奇 点 称 为 
螺旋 极点 或 焦点 。 当 奇 点 为 焦点 时 , 基 附 近 的 轨 线 以 襄 减 振 葛 的 
形式 趋向 奇 点 ,或 以 增幅 振 功 的 形式 远离 奇 点 。 
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64-4 稳定 焦点 与 中 心 


当 a =0 时 , 原 系 统 作 简 谐振 萝 , 轨 线 成 为 图 4 -4(b) 所 示 的 
同心 圆 。 这 种 奇 点 称 中 心 ,是 仅 稳 定 的 。 
以 上 是 按 拖 阵 [ej 的 特征 分 析 来 判断 奇 点 性 质 。 实 际 上 基于 
以 上 的 分 析 各 讨论 ,我 们 也 可 以 直接 按 1La] 的 元 素来 判断 奇 点 的 
类 型 。 记 
u[a] = ар ta, =p, det[a] = ana, -anta = q 
则 矩阵 fa] 的 特征 方程 为 
A — pÀ +q = 0 (4-36) 
H ЕХ ЕЛЕҢ OS 
Àa = (p + УА)/2 (4-37) 
AP: 4=P -dgs HE, pA 这 两 个 参数 完全 决定 了 特征 值 A,、 
A:z, 从 而 完全 决定 了 坷 点 的 性 质 。 可 以 归纳 出 如 下 结论 
= 0 
4> оса) [^ (稳定 1 
А > 0 р> 0( 不 稳定 ) 
q < URA) 
= 0 
p zz 0( 集 点 ) < 0082) 
0 p > 0( 不 稳定 ) 
p = 0{ 中 心 ) 
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利用 此 分 类 准则 在 (p,qg) 参 数 平面 内 可 划分 出 不 同类 型 的 奇 
点 ,如 图 4 -5 所 示 。[a] 的 特征 什 实 部 不 为 零 时 , 称 相应 的 奇 点 
为 双 曲 奇 点 ;特征 值 实 部 为 零 时 , 称 相应 的 奇 点 为 非 双 曲 奇 点 。 


Pp 
ІТТ 
A E р3-44-9 
ШІ (p>0,g>0) 


不 稳定 焦点 中 心 
NS (NO (79. 42-0) 


X Cw 
“У 59 4 
A qu) 
稳定 节点 
а 420) 


图 4-5 参数 平面 内 的 奇 点 类 型 


需要 竺 划 注 意 的 是 ,以 上 得 到 的 所 有 结论 都 是 对 经 过 线性 化 
的 近似 系统 而 言 的 ,但 是 除了 中 心 的 情况 外 ,其 余 所 有 情况 下 的 结 
论 都 适用 于 原来 的 非 线性 系统 。 对 于 线性 化 后 其 奇 点 成 为 中 心 的 
情况 ,原来 的 非 线 性 系统 可 能 对 应 的 是 一 稳定 焦点 ,也 可 能 是 不 稳 
定 焦 点 ,也 可 能 仍 为 中 心 ,究竟 是 哪 一 类 型 取决 于 线性 化 时 所 略 去 
的 高 次 项 的 作用 , 即 此 时 原 非 线性 系统 奇 点 的 稳定 性 仅 由 线性 分 
析 是 无 法 判断 的 。 

还 有 一 点 需 特 别 注意 的 是 :一 个 非 线 性 系统 可 能 有 多 个 奇 点 ， 
每 个 奇 点 的 稳定 性 可 能 是 不 相同 的 ,因此 我 们 讲 非 线性 系统 奇 点 
的 稳定 性 ,是 指 其 中 某 一 个 奇 点 的 稳定 性 ,是 一 个 局 部 性 的 概念， 
十 是 指 所 有 奇 点 的 稳定 性 , 即 林 是 一 个 全 局 性 的 摄 念 。 也 就 是 说 
我 们 讨论 的 不 是 整个 非 线 性 系统 的 稳定 性 。 对 于 线性 系统 来 说 ， 
由 于 全 系统 只 有 一 个 奇 点 ,因此 奇 点 的 稳定 性 就 是 系统 的 稳定 性 。 

奇 点 的 稳定 性 ,由 雅克 比 和 矩阵 La 的 特征 值 决定 。 阁 系统 中 
有 一 个 可 变 和 参数 pg, 当 g& 变化 时 ,[a1 的 特征 值 有 可 能 也 会 发 生变 
化 ,例如 其 实 部 由 正 向 负 变 化 ,这 时 奇 点 的 数目 和 (或 ) 类 型 便 会 

TI] 


E EE CA SEGETES Е ЕЛЕСІЛІ a , k, B 34 
凡 称 为 临界 值 或 分 岔 值 。 分 岔 有 静态 分 岔 和 动态 分 岔 之 分 。 静 态 
分 盆 是 指 系统 奇 点 的 数目 和 稳定 性 发 生变 化 的 分 岔 问题, 上 面 所 
说 的 这 种 分 岔 即 属于 静态 分 贫 。 动 态 分 贫 是 指 静 态 分 贫 以 外 的 其 
它 分 分 问题 ,如 秆 普 夫 分 合 、 闭 轨 分 命 、 环 面 分 贫 、 同 宿 或 异 宿 分 谷 
аот 分 从 研究 是 非 线性 动力 学 的 重要 组 成 部 分 , 因 其 需要 较 
多 的 数学 准备 知识 , 故 本 章 将 不 涉及 这 方面 的 内 容 。 


4.2.3 单 自由 度 保守 系统 的 定性 分 析 


上 一 小 节 讨 论 了 系统 存 奇 点 附近 的 性 态 ,下 面 进一步 讨论 系 
统 在 大 范围 内 的 运动 。 这 里 只 研究 学 和 目 由 上 度 保 守 系 统 的 运 
动 ““!。 保 守 系 统 运动 微 分 方程 的 一 般 形 式 为 

X +flx) = Ü (4 — 38) 
ix = xi, x, X i КАН ЖІК ЖЕ 
+ = 199 (4 - 39) 
对 上 式 分 离 变 量 并 积分 ,得 
l i 


2% + U(x,) = E (4 — 40) 


式 中 ; a) 为 单位 质量 质点 的 动能 ; UG) = | AE de oh Boum 


势能 ;E 为 积分 常数 ,由 初始 条 件 确定 , 它 代 表 该 质点 的 总 机 械 能 。 
显然 , 式 (4 -各 ) 就 是 保守 系统 能 量 守 恒定 律 的 表述 ,(% , x, ) gA Jë 
单 自由 度 系统 的 相 平 面 ,如 果 将 E 作为 秋 直 于 该 相 平 面 的 第 三 变 
量 。 则 式 (4 -40) 表 未 的 是 一 个 空间 曲面 ,如 图 4 -6(a) 所 示 。 

图 4 -6(b}) 是 空间 曲面 在 Eor, SE TEL FP E SUE ,此 时 有 x, =0， 
即 此 截 形 的 方程 为 = U(x1)。 若 将 U EE R di ЕНІ 71 #5 
能 , 妈 高 度 记 ,那么 该 图 可 以 形 得 地 看 作 是 一 条 无 摩擦 的 深 道 ,一 
МЕНЫН Ы E КЕЛЕ sa КБШ, 而 x, 代表 小 球 滚动 
的 速度 v. 
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图 4-6 ЕВЕ ЖІ ИР 


图 4 —6( e) ЕЗІНЕ Ca) ФЕР PA rp ЕВР, ЕН. 
不 同 的 等 高 线 对 应 着 其 有 不 同 总 机 械 能 的 系统 在 相 平 面 内 的 
雪线 。 相 平面 上 的 一 年 点 ,只 对 应 于 曲面 一 乍 的 高 度 。 由 于 曲面 
是 单 叶 的 , 面 面 一 般 只 有 一 条 轨 线 通过 它 。 由 此 可 以 看 出 ;对 于 保 
守 系 统 来 说 , 轨 线 不 相交 其 实 就 是 “等 高 线 " 不 相交 (个 别 点 除外 》 
的 体现 。 当 系统 在 一 条 雪线 上 运行 时 ,其 机 械 能 守恒 ,与 外 界 无 能 
量 交 换 。 而 当 从 一 条 雪线 距 到 另 一 条 轨 线 时 , 则 有 了 能量 的 释放 或 
"RE yox o TERI RTRA Г. 

E 4 -6(o) FUROR. 1.2.3 Мара, ТМ BU Bb d 2 
E E, ЖЕ, APAAL 与 3 为 中 心 , 奇 点 2 为 鞍点 ,它们 分 别 与 
系统 势能 的 极 小 值 与 极其 大 值 相 对 应 ,如 图 4 -6(b) 扩 未; 中 心 为 
稳定 的 ,鞍点 是 不 稳定 的 。 由 图 4--6lc) 还 可 看 出 ,对 于 保守 系统 
来 说 ,其 奇 点 不 可 能 是 结 点 或 焦点 ,因此 不 存在 渐 近 稳定 的 情况 ， 
这 是 由 于 系统 中 不 存在 能 量 耗 散 机 制 。 
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SP E < E, В, ЖӘКЕН ЖІ 或 3 КН асан, 
线 只 包含 一 个 中 心 ; 当 已 > 五 ; В, Ж АЕ 1.2 和 3 的 雪线 
上 运行 , 即 雪线 包含 两 个 中 心 和 一 个 蒜 点 。 一 般 来 说 , 轨 线 包含 
27+H 个 硒 点 ,其 中 有 了 个 鞭 点 +1 个 中 必 。 E = E, 的 一 条 轨 线 将 
以 上 两 种 情 癌 分开, 称 为 分 界线 。 


4.2.4 极限 环 


由 前 面 的 讨论 可 知 ,保守 系统 存在 封闭 轨 线 ,封闭 雪线 对 应 于 
系统 的 一 种 周期 运动 。 当 系统 在 这 一 条 轴线 上 运动 时 ,总 的 机 械 
能 是 守重 的 ,这 是 一 种 由 初始 条 件 确定 的 周期 运动 。 

对 于 目 激 振动 系统 , 因 其 内 部 存在 某 种 能 量 的 输 人 与 耗 散 机 
制 , 所 以 也 有 可 能 存在 封闭 轨 钱 ,这 种 封 打 轨 线 也 代表 一 种 周期 运 
动 "。 但 自 激 振动 系统 的 封闭 轨 线 与 保守 系统 的 封闭 加 线 是 有 
差异 的 : 

Q 自 激 振动 系统 在 某 一 封闭 轨 线 上 运动 时 ,其 总 机 械 能 并 不 
守重 , 它 既 吸收 能 其 , 叉 耗 散 能 重 , 总 机 械 能 在 不 断 变 化 ,但 在 一 个 
周期 内 ,总 能 和 量 的 收 支 是 平衡 的 。 经 过 一 个 周期 后 ,系统 的 状态 变 
量 返 回 原状 。 

D 自 激 振 动 系统 的 封闭 轴线 可 以 具有 某 种 吸引 力 , 它 可 以 把 
从 该 轴线 附近 的 其 它 点 出 发 的 拉线 吸引 到 该 封闭 轴线 上 来 , 姬 图 
4- 了 (ab) 中 以 粗 实 线 表 示 的 封闭 轨 线 就 具有 这 种 性 质 。 因 
此 , 自 激 振动 系统 的 封闭 轨 线 代表 一 种 与 初始 条 件 无 关 的 周期 运 


84-7 稳定 极限 环 与 不 稳定 极限 环 
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动 。 这 种 周期 运动 是 由 系统 本 身 决 定 的 ,初始 条 件 的 变化 (如 图 
4 -7(a) ) ,或 者 初始 条 件 在 一 定 范围 内 的 变化 (如 图 4 -7(b))， 
并 不 影响 系统 最 后 趋 近 于 这 种 周期 运动 。 实 际 上 这 是 由 于 自 激 振 
动 系统 中 与 阻尼 有 关 的 参数 在 运动 过 程 中 的 变化 所 导致 的 结果 。 
这 与 保守 系统 的 封闭 轨 线 代表 对 应 于 某 一 初始 条 件 的 局 期 运动 这 
一 性 质 形成 鲜明 的 对 照 。 

具有 以 上 特性 的 自 激 振 动 系统 的 封闭 扫 钱 称 为 极限 环 。 因 
此 ,除了 要 研究 自 激 振动 系统 在 常数 解 即 奇 点 附近 的 动态 特性 外 ， 
还 要 研究 其 在 周期 解 即 封闭 轨 线 附近 的 动态 特性 。 

系统 的 奇 点 分 为 稳定 的 各 不 稳定 的 , 同 理 , 非 线性 系统 的 极限 
环 也 分 为 稳定 的 种 不 稳定 的 丙种。 图 4 -7(a) (Ьу ФЗ 
表示 的 极限 环 是 稳定 的 ,而 图 4 -7(b) 中 以 虚线 表示 的 极限 环 是 
不 稳定 的 。 

下 面 以 范 德 波 尔 振 于 为 例 说 明 极限 环 的 基本 特征 "1。 

范 德 波 尔 振 于 是 一 个 典型 的 自 激 振 动 系 统 ,上 其 运动 方程 为 

£ +e(a? 1) 4x 20. (е > 0) (4-41) 

此 方程 的 咀 尼 系数 c= stx: -1) 是 变化 的 : 当 |x| <1 时 ,ec<0, 阻 
尼 是 负 的 ,促使 振幅 上 升 ; 当 |*| >1 了 时,c >0, 朋 尼 是 正 的 ,振幅 
会 下 降 。 因 此 该 系统 有 可 能 存在 极限 环 。 图 4 -8(a)、(b) 分 别 


图 4 ~8 范 德 波 尔 方 程 的 极限 环 
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AH Y #=0.2 及 #=1 两 种 情况 下 的 相 图 。 从 图 上 可 以 看 出 ,从 
四 平面 上 任意 点 出 发 的 雪线 都 收 钱 于 极限 环 。 可 以 证 明 , 当 2--0 
时 ,极限 环 趋 近 于 圆周 ; 当 z cO 时 ,极限 环 是 不 稳定 的 。 

式 (4 -41) 的 雅 可 比 矩 阵 在 原点 处 的 特征 值 为 


Мәз (2) -1 (4 – 42) 


由 此 可 以 看 出 , 当 > 0 f, t A RES 48 PEL ex. НАДАЙ 
出 发 的 轨 线 是 发 裔 的 ,但 由 于 稳定 极限 环 的 存在 ,限制 了 轩 线 的 无 
限 发 散 。 而 当 Ü <0, 原 点 是 稳定 的 ,从 原点 附近 性 一 点 出 发 的 轨 
线 应 收 敏 于 原点 ,但 也 是 由 于 有 了 极限 环 的 存在 ,使 得 收 笋 需要 限 
定 一 个 范围 :只 有 在 该 极限 环 肉 部 的 轨 线 才能 收 伍 于 原点 。 


4.3 非 线性 振动 的 定量 分 析 方 法 


上 一 节 中 叙述 的 定性 方法 在 讨论 振动 系统 的 运动 性 态 时 ,可 
以 避免 对 动力 学 微分 方程 求解 ,但 定性 分 析 方 法 的 主要 研究 对 象 
限于 自治 系统 ,而 且 不 能 定量 地 计算 运动 的 时 间 历 程 以 及 频率 ., 振 
幅 等 表示 振动 特性 的 基本 参数 。 本 节 对 非 线性 系统 的 定量 分 析 方 
法 进行 讨论 。 由 于 可 求 出 精确 解析 解 的 非 线 性 系统 极 少 ,因此 这 
里 讨论 的 定量 分 析 方 法 均 为 近似 解法 ,这 些 方法 的 研究 对 象 多 为 ， 
弱 非 线性 系统 , 即 非 线性 项 为 小 量 的 系统 。 


4.3.1 WARA -ERRA 


ЖЕДЕ — DEJE3E 7j € ( Lindstedt - Poincaré 方法 ,简称 L-P 

法 ) 是 摄 动 法 中 的 一 种 。 振 动 法 ”又 称 小 参数 法 , 它 处 理 含 小 参 

Же 的 系统 。 一 般 当 z=0 时 ,可 求 得 相应 线性 系统 的 解 <, 当 

#0 但 很 小 时 ,可 以 把 原 系 统 的 解 展 成 г PUJ ER SR x = x, + xe 

x85 +… 若 这 个 级 数 当 a 一 0 BI sx i Sk , 则 称 正 则 摄 动 , 和 否则 称 

为 冀 异 摄 动 。 振 动 法 的 种 类 繁 针 ,LL -了 法 是 其 中 最 基本 的 方法 
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A о 
考虑 含 小 参数 e 的 非 线性 振动 系统 


EX tax = Ef(x,X) (4 — 43) 

为 分 析 问 题 方便 起 见 , 作 变量 代 换 , 即 令 
T= «of (4 – 44) 

将 名 和 x 展开 为 小 参数 БІЛЕ АҚ 

w = Wo + 50, + & 0, + (4-45) 
х(т) = xQ(0) + sx (T) + ех, (т) +e (4 — 46) 
式 中 : xfr) 为 周期 函数 io 人 =1,， 2, 0 РЕК. ЖИ 
* 对 z 的 导数 , 则 有 = = 学 = o TE = os" z = aa", 利用 变换 关系 


式 (4 44) REL E o 和 x 的 展开 式 , 代 人 式 (4 -43) 后 ,比较 同 次 
器 系数 ,可 得 xz 所 满足 的 各 阶 方程 


ШІ 2 2 
E Ху 十 оқ) = Ü 


І 2 z 
£ соқа 十 ux, mf — 240, 0, X5 
z Z y > аһ F Df ӘР, 
с tpt, Ж аһ, =x, — + x, зға = 
ox ox dto 


2 
(2, +a ra 200,019" 


(4-47) 


上 列 方程 组 中 怖 ,号 ，… 等 为 函数 /及 其 导数 在 原点 (xu,xg) 的 取 


值 。 以 上 方程 可 以 逐步 求解 。 先 由 式 (4 -47) 的 第 1 式 求 出 xo, 
将 其 代 人 第 2 式 便 可 求 出 mn ,再 将 mx 代 人 第 3 式 , 便 可 求 出 
x,"… 直 至 将 所 需要 的 各 项 求 出 。 
tH x(z) r ИННА (ЖИН 3 2 z) LESE IS x; G = 
0,1,2,…) 等 也 应 是 r 的 周期 为 2r 的 周期 函数 , 即 有 | 
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х(1%2т) =x (T) {j= 0,1,2,=) 


这 一 只 加 条 件 可 以 决定 各 阶 频率 修正 值 mi, 即 可 适当 选择 o, MA 
而 消除 永年 项 得 到 局 期 解 。 永 年 项 是 指 仅 根 据 式 (4 -47) 求 解 x 
时 ,其 表达 式 中 会 出 现 包 含 因子 i"sing 的 一 些 项 ,永年 项 的 存在 
使 得 <, 随 着 上 的 增加 而 无 界 地 增长 ,所 以 必须 修正 。 

在 第 4.5 节 分 析 参 数 激励 振动 系统 时 ,将 要 用 到 荆 -P 法 。 


4.3.2 平均 法 


仍然 考虑 含 小 参数 s КЕЗЕКТЕ Ы Ж ЖҚ (4-43), Se zo 
时 , 式 (4 -43) 退化 为 线性 系统 ,其 解 为 
x = acomp; y = орі + @ (4 – 48) 
AF; a 和 ww 均 为 常数 。 当 sz#0, 但 sz < 1 ЕБЕ, ЧЕ kE TIR Bj TE TEMA 
SR XJ 35 (4 — 48) АЕ ИЛЕ, АХ Fh E Wd ВЕ ТЕ h yk (4 — 48) 中 
的 常数 & TH ç ERRATE 上 的 函数 a(t) Lp (t) , 即 此 时 解 为 
x = асоэ (ғ): (t) = at + olt) (4 — 49) 
于 是 , 需 确 定 的 时 间 函 数 共 有 三 个 , 即 x(+).a(t) f e (t) ,而 限制 
它们 的 只 有 式 (4 – 43). (4 - 物 ) 两 个 方程 。 从 数学 上 看 ,还 需 
补充 一 个 方程 才能 完全 狂 定 这 三 个 时 间 显 数 。 为 了 寻求 一 个 补充 
方程 ,对 式 (4 - 49) K 55,18 


à = бсозф - wassing - agsin (4 - 50) 
ЖОЛЫН АР 2X АЕ BE RLS £8 PE XX GEB ui BOE >Ç , Вр 
£ = — озавіш) (4-51) 
MM H3 3$, (4 -50) 可 得 到 补充 方程 
cosh - афвіпф = 0 (4 — 52) 
WE х, 5,5 RATC 743) ,得 
дзіму + ауафсовэф = 一 gf acos, — msasinj) 
(4 - 53) 


联 立 式 (4 – 53) ЖП (4 -52) ,可 解 得 
118 


á = – тыны асовф, — аһавіпф) 
{4 — 54) 
ф = 一 aa hfi асовф, — casing) 
由 于 式 (4 – 54) Жут BS S P: J 的 周期 函数 ,可 将 其 展开 成 Fourier 
级 数 ;又 由 于 当 z 充分 小 时 ,al!t) 和 w(ti) 均 缓慢 变化 ,所 以 在 第 一 
ҚОЛДАН АТ T3 x P PENES IOENMS SI MEE E 
第 一 次 近似 的 求解 方程 


а = 一 we г віпф ҰСасозф, — c, sin) dẹ 


Ü 


二 一 一 N кіп асов, - езін) dy 


dS uie E соол асовф, - oo qsind) dy 


2 Toad Jo 
(4 - 55) 


注意 到 其 中 第 二 个 式 子 已 经 用 到 式 (4 490,8 à HOST d. X 
(4 -55) 石 端的 积分 项 就 是 式 (4 -54) 右 端 函 数 在 一 个 周期 7 了 = 
2c 内 对 时 间 的 平均 值 。 由 于 ag 在 时 间 为 一 个 周期 的 量 级 内 变 
化 很 小 ,所 以 计算 右 端 平均 值 时 可 看 作 常 量 。 因 此 , 易 由 上 式 积分 
ЖЕҢ al СӨ. 

上 述 简化 方法 即 为 平均 法 。 它 的 物理 本 质 是 :在 每 一 个 运动 周 
期 中 ,认为 运动 是 简 谐振 动 , 但 第 二 个 周期 的 振幅 和 初 相 骨 与 第 一 
个 周期 相 比 ,已 经 发 生 了 微小 的 改变 。 平 均 化 方程 式 (4 -55) 可 以 
形象 地 认为 是 计算 振动 过 程 的 包 络 线 方程 ,如 图 4 -9 R 


图 4-9 振动 过 程 的 平均 化 


4.3.3 多 尺度 法 


上 面 叙 述 的 平均 法 是 利用 两 种 不 同 的 时 间 尺 度 ,将 系统 的 振 
动 分 为 快 变 和 慢 变 两 种 过 程 。 将 标志 和 运动 的 主要 参数 ,如 振幅 和 
相位 ,在 快 变 过 程 的 每 全 周期 内 进行 平均 ,然后 着 重 讨论 其 鳃 变 过 
程 。 为 了 提高 平均 法 的 计算 精度 ,可 以 将 时 间 天 度 划 分 得 更 为 精 
ZR ,由 此 发 展 为 多 尺度 法 。 与 摄 动 法 相 比 ,多 尺度 法 的 明显 优点 是 
不 仅 能 计算 周期 运动 ,而 且 能 计算 耗 散 系 统 的 套 减 振动 ;不 仅 能 计 
算 稳 态 啊 应 ,而 且 能 计算 非 稳 态 过 程 ; 也 同 以 分 析 稳 态 响 应 的 稳定 
Ж. ЗЕН Ж ФАН 2: Jy Ы, Б. 

引入 表示 不 同 尺 度 的 时 间 变 量 

T =t (n=0,1,2,..) (4-56) 


则 非 线性 系统 的 运动 过 程 为 不 同 尺 度 时 间 变 量 的 函数 ,可 与 为 
x(t,e) = Y ex, СТ,,7,,1,--,Ғ,) (4-57) 


式 中 :为 小 参数 的 最 高 航次 ,取决 于 计算 的 精度 要 求 。 将 不 同 
尺度 的 时 间 变 量 视 为 独立 变量 , 则 *ft,e) 成 为 于 个 独立 时 间 变 量 
的 函数 ,对 时 间 的 微分 可 利用 复合 通 数 微分 公式 按 = HEXER, 


d oð 252.92 152.9 £4 ð _ 
di ƏT, aT oT, aT, 

D + sD, + &D, + = + 8" D. (4 — 58) 
9? 4 ü ü 2 0 m d 
а аьа еа ёт tta) 

D, *22D,D, + e (Di + 2р,0,) 9 (4 – 59) 

ЖЧ: D (п = 0,1,2, : ,m) ИТЕ, 
D, = > (n -<0,1,2,-.,т) (4 — 60) 


将 运动 微分 方程 中 的 微分 运算 以 式 (4 — 58) f SX (4 -59) 代 人 人, 变 
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F x 也 按 式 (4 -57) 展 开 , 代 人 运动 徽 分 方程 , ЕЕЕ Ж, 
就 得 到 各 阶 近 似 的 线性 但 微分 方程 组 。 在 依次 求解 过 程 中 ,利用 
消除 永年 项 的 附加 条 件 和 和 初始 条 件 , 可 以 导出 各 阶 近 似 解 的 确定 
表达 式 。 

下 一 节 将 利用 多 尺度 法 分 析 单 自由 度 系 统 的 强人 迫 振动 。 


4.4 和 单 自 由 度 系 统 的 强迫 振动 


ін 4. 1 节 可 知 ,根据 激 殉 的 不 同 , 非 自治 系统 可 以 分 为 强 追 振 
动 系 统 和 参数 激励 系统 。 本 节 主 要 讨论 周期 激励 下 的 单 自由 度 强 
вен! ,参数 激励 系统 将 在 下 一 节 中 进行 讨论 。 

ЖЕН ЕНЕ Нн ЖӘН к Ж 96, Нод аро 
方程 为 


& + оох = – 26р - вах + Kcosflt (4-61) 
441 ЖЕН 


引进 一 个 解 谐 参数 o 以 代替 原来 的 参数 一 一 激励 频率 ,这 
^ co dE Oe, 接近 程度 的 定 茸 描述。 因此 有 
f] = wg + EC (4 - 62) 
根据 线性 无 阻尼 理论 , 当 e = 0 H, YE DERE E: 5 А ЛХ, ЕБІ 
起 无 界 的 振动 。 在 实际 系统 中 ,由 于 限 尼 和 和 非 线 性 的 存在 ,使 得 这 
种 大 的 振动 受到 限制 。 因 此 为了 得 到 这 个 问题 的 ~ 一致 有 效 和 近似 
解 ,需要 指定 激励 的 阶 数 ,使 得 在 求解 一 阶 近似 解 的 微分 方程 中 不 
出 现 激 盘 项 ,而 当 限 尼 和 各 非 线性 出 现时 它 才 出 现 。 为 了 实现 这 一 
点 , 设 
K = gk (4-63) 
可 以 用 4.3 节 中 介绍 的 各 种 方法 得 出 该 思 题 的 近似 解 ,这 里 
我 们 采用 多 尺度 法 进行 求解 。 把 解 几 不 同时 间 尺 度 表 示 为 
xte) -ох,(Т7Т,,7,) + gx (T,,T,) + (4 -64) 
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AH: Ti -і,Т, = el. 把 激励 世 用 Т, 和 7, 表示 为 кЕсов( ж, T, 十 
oT.) ,将 该 式 和 式 (4 -64) 代 和信 式 (4 -61) 中 ,并 令 两 端 sa 和 = 的 
系数 相等 ,得 


Dix, + ойху = 0 (4 ~ 65) 
Dix, + cix, = -2D,D,x, — 2uD,x, — ax, + 
kcos( e, T, каТ,) (4 ~ 66) 
xt (4 -65) 的 通 解 可 以 写 为 
x, 2 ACT Ye + ACT, )e "^ (4 - 67) 


式 中 A(T) 暂 时 还 是 未 确定 的 函数 , 它 将 通过 消去 x, 中 的 永年 项 
而 确定 下 来 。 把 xo AARC ~66) 中 ,并 把 cos oT, + Т) PHI 
数 形式 表示 ,有 
Dix, + oix, = [i2wo (D A + BA) + 3A?A J esta – 
gA e n 十 Fhe en, + ee 

(4 - 68) 
式 中 ce ARAMEA Ti Py ЕЖ. A TELA PA ti ЖЕ 
项 ,必须 有 


2ie, (D À + uA) + ЗаА?А - Quem = О (4-69) 
А 表示 成 复数 形式 , 即 令 


4 = qae (4 - 70) 


式 中 和 日 部 是 实数 。 注 意 到 4 = D.A + £D,A, BA D,A -0, 38 
yk (4 - 70) f£ A 5X (4 – 69) ,可 以 得 到 


1 А. 
à = — usa + 2 o, in Ge, - В) 
(4 - 71) 
aß = 2. a - Le. eost oT, - 8) 
8 wo 2 mo 
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由 此 可 以 求 出 式 64 -61) 的 一 次 近似 解 
x = авов(ақі + B) (4 - 72) 
AP ag His (4 71) аң, 3E (4 -71) 可 以 变换 为 一 个 自治 
系统 ( 即 不 显 含 7 ) 的 形式 ,为 此 , 令 
y= oT, -B (4 - 73) 
可 得 
à = – uen + 26 siny 
(4 – 74) 
or 


- 3 з І k 
ау = саға — SET + =£ --сову 


8 ақ 2 а», 
对 应 系统 的 定常 运动 (6 = y = 0) 的 常数 解 ,应 满足 方程 


(4 – 75) 
„З ао 2 БЕ 
са-- 22/52 a 
由 上 和 式 可 以 得 到 
ШЕИ 
Buteo 
pun: dim Zaa -Bow Mero) 
因此 ,定常 解 的 一 次 近似 为 
х —acos(o,t + B) = acos( (1t — сөй +B) = 
acos( fz — y) (4 - 78) 


可 见 , 主 共振 情况 下 ,定常 振动 的 频率 与 激励 频率 精确 地 相同 ,而 
响应 的 相位 与 激励 的 相位 存在 相位 差 。 
式 (4 -76) 是 响应 振幅 a 作为 依赖 于 解 谐 参数 e( 即 依赖 于 
激励 频率 ) 和 激励 幅 值 上 的 隆 函 数 方程 , 称 为 频率 响应 函数 。 对 于 
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ЕН) p A k (E, ВЕУ a 作为 og BU BR XE B) dh ZX FK 28 D ЖЫ ДУ 
曲线 。 

图 4 一 10 将 线性 (na =0) 响 应 曲 组 和 非 钱 性 (ae 关 0) 响 应 曲线 
作 了 上 比较。 由 该 图 可 以 看 出 , 非 线 性 的 作用 是 将 振幅 则 线 弯曲 ,并 
且 扭 曲 了 相位 曲线 。 在 非 线 性 系统 的 两 幅 图 上 都 形成 了 多 值 区 
域 ,后 面 将 讨论 这 种 多 值 性 将 引起 跳 牙 现象 . 图 上 的 箭头 指出 了 
URP EE EK 。 


— 


TT Уо-асаат0 12142 
(b) 


2.0 
2.0 
x/ 
EU 
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42322-10 1234567890 —4—3—2-1 Ü 1 23 4 = 
(е) 
4-10 线性 响应 曲线 和 非 线 性 响应 曲线 的 比较 
(а), Буф; Сс), 9) 相位 ， 
ТЕ FETE Mi (s EXPE Ja EE ep pu Hh £X, (a = 0) F7 ^E 25 Bip op T RB që 
Si ( B a 2 0) A [815 MU] wr COE CB о < 0) 25 p] Zc MJ, hú E 4 — 
ЕТЕ ГЕНЕ ЕЕ ӘРЕ $# FS Aor ode map J БАСА Жолы 
变化 。 当 激励 幅 值 增加 时 ,频率 响应 曲线 越 来 越 变 离 = 0 98. 


振幅 峰值 的 轨迹 是 抛物 线 o = = аа : 的 上 半 支 ,此 抛物 线 在 图 


4-11(b) 上 用 虚线 画 出 , 它 常 被 称 为 骨架 曲线 。 应 该 注意 到 , 频 
x Ws] Fog ВН 26 6 Te de (8 BS Tri 23 — З | T REEL A ХААК, 
跳 茎 现象 ”我 们 知道 ,对 于 线性 系统 的 强迫 振 动 来 说 ,激励 频 
率 的 连续 变化 ,只 会 导致 响应 幅 值 的 连续 变化 。 而 对 于 非 线性 系 
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g-—2 = 
а--і-0 a=] 9-2 


4-11 和 柱 共 方程 主 具 振 的 频率 响应 有 曲线 
(а) 非 线性 的 影响 ;(b) 激励 幅 值 的 影响 。 

统 来 说 ,即使 激励 频 浆 进行 连续 扫描 ,在 其 些 特 定点 上 ,也 会 导致 
振幅 突然 变化 。 例 如 ,在 图 4 -12 中 , 当 激 励 频率 连续 上 升 时 , 响 
RW LER IS HR ERES FB'D"C' 上 开 , 当 增 全 о, 所 对 应 的 频率 ,而 振 
МА C' 态 时 ,如果 颍 率 再 有 极其 微小 的 增加 , 则 振幅 会 从 C' 点 
突然 财 落 到 人 C 点 。 反 之, 当 激 贿 频率 从 大 到 小 连续 变化 时 ,振幅 
Т 28 ECDB 移动 。 当 达到 o, 所 对 应 的 频率 时 ,振幅 达到 В 
жо ХЫ, ШІН ЯН Pk AI F BE, ЛА АВ МЕНІ 
вы. RRRA ӘННЕН”, ЕЕЕ RARA ЫЗА. 


图 4-12 ЧЕК ЕЖЕЛ БЫН 
在 图 4 — 12 rp BEA t E BJ o, Lo, 两 点 之 问 , 任 一 频率 与 振 
幅 曲 线 上 的 三 点 对 应 ,如 a, 所 对 应 的 振幅 为 D D'A D"— Ж 
竞 哪 一 个 振幅 可 以 实现 , 需 视 激励 频率 变化 的 “历史 "而 定 。 当 激 
励 频 率 由 小 到 大 ,增加 到 er 时 ,振幅 将 取 只" 点 的 值 ; 当 激励 频率 
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由 大 到 小 ,下 降 到 o, 时 ,振幅 将 取 D 点 的 值 。 至 于 六 点 所 对 应 的 
振幅 ,实际 上 是 不 可 能 实现 的 。 因 为 它 代表 一 种 不 稳定 情况 ,任何 
一 个 无 可 避免 的 扰动 ,都 会 使 振幅 跳 离 D' 一 一 不 是 上 升 到 PD" 点 就 
是 下 降 到 号 点。 图 中 串 线 线段 BC' 上 的 所 有 的 点 都 具有 这 种 不 稳 
定性 ,因此 它们 所 对 应 的 振幅 在 实验 中 都 是 不 可 能 观察 到 的 。 


4.4.2 非 共振 硬 激 有 励 


34 0 X8 8$ w 时 .除非 激励 辑 值 是 硬 的 . 即 除非 天 =O0) ,否则 
激励 的 作用 是 小 的 。 因 此 此 时 的 运动 微分 方程 即 为 式 (4 -61)。 
如 同 主 共振 和 情形 一 样 ,利用 多 尺度 方法 来 求 近 似 解 ,将 解 表 
示 为 
х(4,е) = x (T,,T,) вА (Т.Т) + (4-79) 
的 形式 。 将 式 (4 779) AGE (4 -61) ,并 令 等 号 两 边 s M e J 
系数 相等 ,可 得 


Dix, + wixo = Kcosf]T, (4 - 80) 
Dix, + шіл, = -2D,D,x, -2gD,x, - ax, (4 – 81) 

X (4 - 80) ff] e HR] PI HA, 
X, = ACT, )e"7* + Ae To 十 et (4 —82) 


RP: AEG - (P) o Жа, RAR 281) 48 


Dix, + ix, =- |2іш, (DA + pA) + баАл? + 3aA' A] e^ — 
al A^ eo, A el + 42 A gine DIT 十 
34! Де 27299079 434 AT uU HITS 二 
ЗАД?е 90079 _ A(2uu2 + Зал? + 
бал АУ le + cc 
(4-83) 
除了 正比 于 e = "的 一 些 项 之 外 ,只 要 存在 次 共振 ( 即 当 wo = 
(moy, + n£2) Пт ЖА ЕЕ | m | зіл) =3 的 整数 ) 时 ,也 可 能 出 
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现 永年 项 或 接近 永年 项 (小 除数 ) 的 项 。 这 发 生存 O=- o 或 


人 =3ooo 第 一 种 情况 称 为 超 谐 波 共 振 ,第 二 种 情况 称 为 次 谱 波 共 
振 。 这 两 种 情况 将 在 下 面 进行 讨论 ,这 里 仅 讨 论 非 共 振 的 情况 。 
在 非 共 振 情 形 下 ,如 果 
2iw (Р.А + uA) + бад?А «ЗоЛГА -0 (4-84) 


则 永年 项 消去 。 在 式 (4 -834) PUE A c а aexp(i8) OXE a Me Ж 
实数 ) 并 分 离 实 部 和 虚 部 ,可 以 得 到 
а = - рва; шай = Заг( А 十 EL (4 – 85) 
所 以 作为 一 次 近似 
x = асозба,і + B) + К(ос — 42^) cosf2t (4 — 86) 
AP: a Bii -85) ЕН; а 的 通 解 是 ae = aoexpf — AT) ,这 
E ae 是 个 常数 。 因 面 如 同 线 性 情形 一 样 , 自 由 振动 解 ( 齐 次 方程 
的 解 ) 随 着 时 间 增 长 面 台 减 ,因而 稳 态 响应 仅 由 强迫 振动 解 ! 特 


解 ) 所 构成 。 可 是 ,尽管 自由 振动 项 的 确 在 套 减 ,但 它 的 频率 却 是 
特 解 的 幅 值 的 函数 。 


4.4.3 超 谐 波 共振 
在 这 种 情形 下 ,引信 解 谐 参数 o 


З) = a, + кө (4-87) 
来 表示 О o 的 接近 程度 。 根 据 式 (4 - 83) 消除 永年 项 且 设 
y = oT, - B (4 - 88) 
可 以 得 到 
A. 
å = – рёа 一 вілу 
| , (4 - 89) 
ay = ( - 304 jea =: ea = 224 сову 
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FET EA — 1X vr D) 88 2 
x = acos(3421 — y) + Klos- (22) 'cosf2t. (4 - 90) 
式 中 : oH y 由 式 (4 -有 9) 给 出 。 稳 态 运动 对 应 着 4 = y = 0, 与 


主 共振 类 似 , 可 以 得 到 频率 响应 方程 
2 «xA! За 4471.02 огА* 
[а +(e -345 - аал) Ja = w (4 91) 


由 式 (4 - 89) 和 式 (4 - 90) 可 以 看 出 ,尽管 存在 着 正 阻尼 ,在 Q= 
村 oo 时 的 自 让 振动 并 不 衰减 到 零 ,而 且 非 线性 人 性质 调 整 了 自由 振 


动 项 的 频率 ,使 之 精确 地 3 障 于 激励 频率 ,从 而 咏 应 成 为 周期 的 。 
因为 所 产生 的 自由 振动 项 的 频率 3 悦 于 激励 频率 ,这 种 共振 称 为 
НІНЕ. 

Bj 4 —13 imi tH Y 5 #h ЕЛУ BHI 5, ЛЕН ZR Lo Y oA 和 
р 变化 时 的 影响 。 如 同 主 共 振 情 形 一 样 ,这 里 的 频率 咏 应 曲线 的 
5 Hip dn 5 ELBEEK 3 28 5 35 a 改变 正 负 号 时 ,存在 着 关于 oo=0 直 


a 
a 3.45 
1.00 3.15 
270 2.85 
2.40 2.55 2 
2.10 245 2.25 
180 1.95 1.95 
1.50 1.65 1.65 
170 1.30 1.30 
090 И 1.05 1.05 
0.60 ы SNP ds 0.75 
0.30 2 014 045 
-40 4 8 12 16 5а -4 0 4 81216200 -4 0 4 8 то 
(a) (b) (c) 


4-13 杜 范 方 程 超 谐 波 频率 啊 应 时 线 
(а) ДЕ ЕНІН; (b) ӨНІМІНДЕ; 
(c) 阻尼 的 影响 。 
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线 的 对 称 性 。 
4.4.4 次 谐 波 共振 
为 了 分 析 深 谐 波 共 振 , 引 入 解 谐 参 数 


N = За, + ас (4-92) 
根据 式 (44 ~ 83) 清除 永年 项 且 设 
y = oT, - 3B (4 - 93) 
于 是 得 到 
Дае S ы, 
i (4-94) 
аў = (o – 284) sa - d z "dara" cosy 


所 以 一 次 近 亿 解 为 
x = асов 2-01 - у) | + KG - (2^) 'cos(2t 
(4-95) 
EAP a Жу (4 -94) 9. 


稳 态 运动 对 应 于 4 = у= 0, 各 主 共振 、 超 谐 共 振 类 似 , 可 以 得 
到 频率 响应 方程 


E: 十 E " да А” sage] 2 _ 8lo A? 4 


au a FI Tiaa" 
(4 — 96) 
由 上 七 式 可 知 ,或 者 a =0, 或 者 
[n «(o a |ы қа ы 
(4-97) 


(4-97) d& a^ 的 二 次 方程 , 它 的 解 为 


а = p + (p° -gpl (4 -98) 


式 中 


р = "ou - 64A, q = te [ou 4 б „За 


(4-99) 
注意 到 q 总 是 正 的 ,因而 仅 当 pP>0 且 P >ан, ЯЕ ЗЕ ЛИН 
自由 振动 振幅 。 在 Ac 平面 上 ,存在 非 平 凡 解 的 区 域 的 边界 由 


z 2 2 
630A о, (2 - 63) (4 - 100) 
40и. m "m 


8 HL SET a0 的 情况 ,这 条 边界 示 于 图 4 -14。 


图 4 -14 ritui Hd ap, 


当 这 些 条 件 成 立时 , 积 线 性 解 不 同 ,尽管 存在 着 限 尼 ,系统 仍 
后 可 以 使 自由 振动 项 不 衰减 到 等 。 而 且 在 稳 态 下 , 非 线性 性 质 将 
自由 振动 项 的 频率 调整 为 激励 频率 的 三 分 之 一 ,从 而 使 响应 成 为 
周期 的 。 因 为 自由 振动 项 的 频率 是 激励 频率 的 三 分 之 一 ,这 种 共 
振 称 为 次 谐 波 共振 或 分 频 。 在 图 4 一 15(a) 上 通 出 了 儿 条 频率 用 
应 曲线 ,在 图 4 -15(b) 上 自由 振动 项 的 振幅 已 画 成 了 激励 幅 值 的 
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9 5 10 15 20 a 2 4 6 8 10 12 14 I618K 
(a) (b) 


44-15 ESA RH iW 902 Wu he 
(a) B H ins nm dg ded — e i mnm db ; 
(b) ННЕВИЛІЕЕ — n a 28. 


函数 。 应 该 注意 到 , 存 现 在 的 情形 下 不 存在 跳跃 现象。 

对 于 多 频 激励 ,可 以 同时 存在 多 于 一 个 的 共振 条 件 , 这 就 是 
说 ,可 以 同时 存在 超 谐 波 共振 和 次 谐 波 和 共振, 或 者 同时 存在 超 谐 波 
共振 和 组 合共 振 等 ? 在 本 节 不 青 进行 详细 讨论 ,读者 请 参阅 相关 
文献 下。 


45 ”参数 激励 系统 的 振动 


这 一 节 中 ,我 们 考虑 的 运动 仍 是 系统 上 作用 有 依赖 于 时 间 的 
油 励 的 情况 。 但 与 上 市 不 同 的 是 ,激励 作为 微分 方程 的 变 系 数 出 
现 , 即 参数 激励 。 系 统 在 参数 激励 下 所 产生 的 啊 应 有 时 可 能 很 微 
弱 ,但 也 可 能 出 现 剧烈 的 参数 共振 现象 ,这 取决 于 参数 激励 振动 系 
统 的 稳定 性 。 描 述 参数 激励 振动 的 数学 模型 为 周期 变 系 数 的 常 微 
分 方程 ,因此 ,对 参数 激励 振动 的 研究 归结 于 对 变 系 数 常 微分 方程 
解 的 稳定 性 的 研究 。 
工程 中 许多 参数 激励 振动 问题 ,例如 , 受 轴 向 周期 力 激励 的 直 
杆 、 非 圆 截面 轴 的 横向 振动 、 电 动机 车 传动 轴 的 扭 振 以 及 变 长 度 欣 
等 ,它们 的 数学 模型 经 过 一 定 变换 后 ,都 可 以 化 为 马 莫 捷 方程 " 
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X + (8 + 2ecoswt}x = Ü (4 - 101) 
因此 ,本 节 主 要 洁 论 马 带 尼 方 程 的 稳定 性 问题 。 
根据 弗 洛 凯 (Floquel) 定理 可知, 系统 的 特征 指数 为 0 或 i 
(或 者 说 , 解 具 有 天 或 2 天 的 周期 ] 时 ,系统 处 于 临界 状态 , 即 稳定 
与 不 稳定 的 分 并 线 。 因 此 ,者 我 们 先 假设 系统 具有 周期 为 下 或 2 亚 
的 周期 解 ,然后 在 参数 平面 (5,s) 中 确定 能 使 该 假设 成 立 的 参数 
ІҢ ,这 样 便 可 以 在 参数 平面 45,e) 得 到 稳定 区 与 不 稳定 区 的 分 界 
26 802). 5 e 很 小 时 ,可 以 采用 4.3 节 中 介绍 的 L-P 法 进行 
求解 。 
为 此 设 式 (4 — 101) 的 解 为 
x = xolt) + ах (t) + e xD) cn (4 - 102) 
8 = ë, + кб TEST+… (4 - 103) 
Tis (4 102) 4054 (4 -103) 代 入 式 (4 7 101) ,比较 = 同 次 幕 的 系 
数 ,得 
XQ + бух = 0 ` (4 – 104) 
X, + år, = — Â, xo - Әхусов24 (4 - 105) 
X, + 85,4, -- 6,х, — 8,x, - 2x,cos2t (4 - 106) 


令 
8, = п? (n -0,1,2,--) (4 – 107) 
XX (4 - 104) Пт ЯНА У 
ха = acos2nt + bsin2nt (n = 0,1,2, --.) 
(4 – 108) 
LA 2c 为 周期 的 周期 解 为 


Xy = acos(2n - 1)£ + bsin(2n — 1)t (n = 1,2,---) 
(4 — 109) 


AP: a 和 上 是 任意 常数 。 以 下 分 别 按照 6, -0,1,4 等 情况 分 别 
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进行 讨论 。 
(1) 8, =D Ef, хо =a, Жа, А2004 7105) 88 
X, = - 8,0 — 2асов24 (4 - 110) 
H x, 为 周期 解 的 条 件 ,应 有 8, =0, 从 而 可 得 


x, = 2-асов2і (4 — 111) 


把 所 得 的 x, x, 代入 式 (4 - 106) , 48 


X, = - 6a - ja + cost) =- (а, + EE 一 L acostt 


(4 - 112) 
同样 ,根据 周期 解 的 要 求 , 必 有 а, = -本 ,从 而 可 得 


аа TTE £ : 
8 = 56 + O(e'); = afl + Ecos2t) + Ole’) 


(4 – 113) 


在 参数 平面 上 (如 图 4 -101 所 示 ) ,8 = —— e° АЩ, 


它 对 应 于 周期 为 的 周期 解 。 
(2) 8, 21 Hf ,x, = acost + bsint, 3i (4 — 105) 4555 
E, x, = - асб, + 1)сові - b(8, — d )sint - 
асов34 — bsin3t (4 — 114) 

由 上 式 的 解 不 出 现 永 年 项 的 条 件 ,应 有 

бі --1,bz0 (4 — 115) 
或 

Â = 1, а = 0 (4 - 116) 


对 第 一 个 结果 x, --1-асовді 
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对 第 二 个 结果 x = -L bsin3i 
TE x, 的 两 个 结果 分 别 代 入 式 {4 – 106) ,得 


%, + x, 三 一 a[ ó, + 2.) сөзі 十 T acos3t - qos 


8 
2, + x, -- b| ә, + Q)m - 人 bsin3t 一 二 bsingt 
因为 x, 也 是 周期 解 , 所 以 从 上 述 两 个 方程 中 消除 永年 项 可 以 得 到 
5, = - 言 , 从 而 得 到 从 8, =1 开始 的 两 条 分 界线 分 别 为 


à-l-e-ue 04) 


(4 — 117) 
à = 1 ..-2- + (Q (e° } 
它 介 分别 对 应 于 周期 为 27 的 周期 解 
x = af cost + Z ecos31) + 0{ =?) 
(4 – 118) 


x = a sinf + F esin3t) + Ofe ) 


(3) Š, 24 BF,x, = acos2t + bsin2t, 于 是 式 (4 — 105) AE 


X, + 4x, = - B, (acos2t + bsin2t) - 
а(1 + сойт) — bsindt (4 - 119) 

消除 永年 项 的 条 件 要 求 5 =0, 因 此 式 (4 -119) 的 特 解 为 
x, = +° + acos4t + -bein4: (4 - 120) 


将 x, 和 x, 代 人 式 {4 7106) ,JETEXE SIL 5, 20, ААН 


M 5 la. 
%, + 45, =- af б, - 25) сов - М5, 十 1; sis 
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= Lei = ЕЕ (4 - 121) 


12 12 
НІНЕ zk SE Ti BJ CA LIS 
эу ni Moyse 
4(8,-1;)-0: М8, + 15) = 9 
对 非 平 几 解 , 必 有 如 下 两 个 结果 
5 
ӧ, = 15: h = 0 
1 
8, <-12,4-09 
因此 ,从 5, =4 开始 的 分 异 线 为 
8-4 +267 + Og) 
(4 — 122) 
8-24 - Le + Ole) 
"Ez TE DSE RE B9 JE] H8 fet 28 
x = acos2t 一 егі = qeosti) + Ole”) 
(4 — 123) 


x = bsin2t + 1 ebsindi + 站 (Ge 


以 上 所 讨论 的 结果 ,如 图 4 — 16 所 示 。 进 一 步 分 析 可 知 , E] rh tim g 
面 线 部 分 是 不 稳定 区 域 ,其 余 为 稳定 区 域 。 随 着 参数 和 的 增加 , 稳 
定 区 域 越 来 越 天 。 对 实际 工程 问题 而 言 ,分 界线 上 周期 解 的 稳定 
性 并 不 重要 ,因为 我 们 总 是 要 求 系统 在 远离 不 稳定 区 中 运动 。 当 
系统 的 参数 落 人 不 稳定 区 域 时 , 即 发 生 了 参数 上 共振。 从 图 中 可 以 
看 出 ,发 生 参 数 共振 的 区 域 是 一 个 一 个 连续 的 参数 区 间 。 从 其 种 
意义 上 说 , 避 开 参数 的 共振 比 避 开 因 受 追 振动 而 产生 的 共振 要 转 
ЖНЖ, 
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46 混沌 振动 


以 上 各 节 分 析 表 明 ,线性 系统 与 非 线性 系统 存在 许多 本 质 差 
别 。 便 如 ,线性 系统 受到 周期 激励 时 ,只 产生 同 频 周期 响应 ;而 非 
线性 系统 除 问 频 响应 外 ,还 产生 超 谐 让 和 次 谢 波 啊 应 。 又 例如 ,无 
阻尼 线性 系统 的 目 由 振动 周期 与 初始 条 件 无 关 ; 而 非 线 性 系统 的 
自由 振动 周期 与 初始 条 件 有 关 。 但 前 面 仅 讨 论 了 非 线 性 系统 的 周 
期 运动 ,此 外 , 非 线 性 系统 还 可 能 出 现 更 为 复 汪 的 和 运动 现象 ,这 人 恒 
是 混沌 运动 。 非 线性 振动 系统 中 的 混 荡 称 为 混 姜 振动 ,简称 混沌 。 


4.6.1 混沌 的 概念 


混沌 指 的 是 在 确定 性 系统 中 出 现 的 类 似 随机 的 运动 4 一 个 不 
合 随 机 因素 的 动力 学 系统 称 之 为 确定 性 系统 , 它 通 常用 涡 微 分 方 
程 , 偏 微分 方程 差分 方程 其 至 一 些 简 单 的 迭代 上 方程 所 描述 ,而 方 
程 中 各 系数 者 是 确定 的 。 对 于 确定 的 初始 值 ,从 数学 上 说 ,动力 学 
系统 应 给 出 一 个 确定 性 的 解 或 运动 。 但 在 某 些 系 统 中 ,这 种 运动 
可 能 由 于 初始 值 的 激 小 扰动 而 发 生 很 大 变化 ,因而 从 物理 上 看 ,得 
到 的 解 似 乎 是 卫 机 的 ,这 种 现象 称 为 确定 性 系统 中 的 内 在 随机 性 。 
只 有 非 线性 系统 才 可 能 呈现 这 种 内 在 随机 性 ,同时 就 其 本 质 而 育 ， 
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它 和 上 让 于 方程 中 有 随机 项 或 随机 系数 而 得 到 的 随机 过 程 不 同 。 可 
以 说 ,混沌 正 是 非 线 性 动力 学 系统 具有 内 在 随机 性 的 表现 
RU, 

混沌 现象 虽 已 引起 了 学 术 界 的 广泛 兴趣 ,但 和 作为 一 个 科学 闻 
语 混沌 "至今 还 没有 一 个 公 记 的 普遍 适用 的 定 六 。 ЖА ІНІН 
之 父 " 的 次 伦 兹 (Lorenz) 指 出 , 混 祁 系统 是 指 敏感 恢 赖 于 初始 条 件 
ПІЗ Ез, “АЕ” Je 48 31 b AE k BS dp (LS 
"EG КЕЛИН АЗЫ X T LESE UR REA ARE B ЕЕ 2 29 8 XR 
ЖШ). (1л) 2) sa,( York) Æ 1975 年 发 表 的 论文 “周期 二 
意味 着 湛 汪 ”的 文章 中 首先 提出 霓 代 科学 意 头 上 的 “混沌 ”概念 并 
给 出 了 混沌 的 一 种 数学 定义 。 李 -约克 定义 的 缺陷 在 主 所 指 
集合 的 勤 内 格 测度 有 可 能 次 零 ,此 时 湿 沌 是 不 可 现 测 的 ,而 我 们 感 
兴 越 的 则 往往 是 可 观测 的 情形 。 

根据 李 - 约克 定 交 ,1983 ЕЕ (Паул 认为 一 个 混沌 系统 应 该 
具有 如 下 三 种 性 质 : 第 一 ,存在 所 有 阶 的 周期 轨道 ;第 二 ,存在 - -个 
不 可 数 集合 ,该 集合 只 合 有 湛 沌 轨道 , 且 任 意 两 个 轨道 既 不 趋向 远 
离 也 不 趋向 接近 ,而 是 两 种 状态 交替 出 现 ,同时 任 一 轨道 不 趋向 任 
一 周期 轨道 , 即 该 集 人 台 不 存在 渐 近 周期 轨道 ;第 三 , 混 钝 轨道 其 有 
高 度 的 不 稳定 性 ……' 。 

德 凡 尼 (Devaney) 在 1989 年 给 出 了 混 淖 的 另 一 个 定义 l, 

设 了 为 一 度量 空间 。 一 个 连续 上 映射 产 T V pR2 V ЕВЕ, 
3n 

了 具有 对 初始 条 件 的 敏感 依赖 性 ; 

四 了 是 拓扑 传递 的 ; 

© 周期 点 在 下 中 稠密 。 

除了 上 述 对 混沌 的 定义 之 外 ,还 有 诸如 斯 梅 尔 (Smale) 马蹄 、 
横 截 同 宿 点 ЖЗМЕН ДА $£ ra 73 38 BER XE XS Я АЗА, Ж) 
格 地 说 , 当 一 个 系统 如 果 同 时 具有 对 初 值 的 敏感 性 以 及 出 现 非 周 
期 运动 时 , 则 可 斌 为 该 系统 是 混 钙 的。 而 多 数学 者 则 认为 ,给 出 混 
hH B) dé wk X AR E H Ч BOXE SB. ЖЖМ НАНЫ 
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( Thom ) HE E T| 2 "E ME" ЈАЈЛА n] 8548 P= ИК Ел. ЖЖ 
此 ,不 同 研究 领域 的 学 者 都 是 基于 各 自 对 温 沌 的 理解 进行 研究 并 
谋求 各 自 的 应 用 " 。 


4.6.2 混沌 的 几何 特征 


周期 运动 每 隔 一 个 周期 就 要 重复 以 前 的 运动 , 妈 存 在 常数 了 
满足 r(t) =x{t+T)。 这 时 易 证 (1) = z(t + T), 故 周 期 运动 的 
相 轨 迹 曲 线 是 闭 曲 线 。 混 沌 不 具有 周期 性 , 央 而 混沌 振动 的 相生 
迹 曲 线 是 不 封闭 的 曲线 ,但 其 局 限于 一 有 界 区 域内 ,不 会 发 散 到 无 
FI, 

当 思 期 运动 的 周期 很 长 时 , 仅 根 据 相 平面 图 难以 区 分 周期 运 
Ери р. HEJU3E(Poincaré) Hk ВТ BE TE 17 Hi 118118 jc E 5 F 
ШЕН. ini HET ЖЕН BEAR E: В gx SE e HHA Hb Ж, 
ШІ er p B9 3e 2) n SERE TRE Tg ap. jH — zb P< 2k , ШЖ # Sit БН ҒЫ 
BE De sl) ТРЕВИ JE. P3 38. , ІНЕН 3E Bh 8] B5 ЈЕ А 
致 结构 的 点 集 。 如 果 系 统 受 外 噪声 扰动 或 阻尼 很 小 , 席 开 全 映射 
的 结果 将 是 模糊 一 片 的 点 集 。 这 里 所 说 的 细致 结构 ,是 指 相 继 将 
点 集 的 某 一 局 部 放 太 后 都 具有 与 
整体 类 似 的 结 和 网 。 也 就 是 说 ,确定 
EAE JE; Е BË Tg al B) HE JT 3⁄ 
上 映射 是 具有 自 相 似 分 形 结 构 的 点 
ЖЕ. H T Bë JF 3E p ЯРА r Pt ЖЫ 
THER. ik BE JT 3& gh 87 W EB E 
ЕНІ, ЖОН -tE (Holmes 一 
Duffing) fe -£ BJ Be JF 3 Bh S] ШІН 
4-TA Ш4-17 BREN -HFEF 

对 于 措 述 多 自由 度 系 统 运动 HERRES CI cara 
HEERA л ES LE) MM 
的 图 示 ,因此 需要 采用 数值 方法 识 
ЯНЕ ME S 5) ç 
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4.6.3 混沌 的 数值 识别 


前 面 介 绍 了 混沌 振动 具有 和 多 方面 的 含 疼 。 将 这 些 含 疼 定 量化 
便 得 到 可 用 于 识别 混沌 振动 的 各 种 数值 特征 。 为 刻画 混沌 据 动 对 
家 值 的 第 感性 ,可 以 引信 李 雅 普 诺 夫 指 数 ; 为 了 刻画 混沌 吸引 子 的 
分 形 特征 可 以 定 疼 各 种 分 形 维 数 ;为 了 刻画 混沌 振动 的 随机 性 ,可 
以 采用 功率 谱 密 度 函 数 ; 为 了 刻画 混沌 振动 的 不 可 预测 性 ,可 以 利 
Нақа. ix HH TRE B 28 2 ШЕН ,分形 维 数 以 及 两 者 
之 间 的 关系 。 

1. НЕН 

混沌 要 动 过 程 对 初 值 的 第 感性 使 得 初始 时 刻 靠 得 很 近 的 两 条 
相 轨 线 随 着 时 间 增 长 逐渐 远离 。 李 雅 普 诺 夫 指数 能 够 定量 刻 划 这 
种 邻近 轨迹 的 发 散 性 , 即 相 空间 内 邻近 轨迹 的 平均 指数 发 散 率 的 
数值 特征 。n 维 相 空间 中 的 茜 一 时 刻 , 两 条 邻近 轨迹 之 间 的 距离 
可 以 分 解 在 rn 个 不 同 的 方向 ,这 nn 个 不 同方 向 上 的 距离 增长 率 县 
不 同 的 ,每 一 个 增长 率 就 是 一 个 李 牙 普 诺 夫 指 数 。 

将 振动 系统 用 7 个 一 阶 自治 微分 方程 组 描述 

š = f(x) ER (4 — 124) 


选 系 统 (4 -124) 两 条 起 始点 相近 的 相 轨 迹 和 工 , 起 始点 分 别 
为 x, 和 xo + Axo, 称 以 x, 为 初始 值 的 轨 线 为 基 淮 相 轨 迹 , х, + 
Ax, 为 初始 值 的 相 轨 迹 为 邻近 相 雪 迹 。 在 上 时 刻 , 邻 近 相 轨迹 和 
基准 相 雪 迹 上 的 点 为 (xz + Axa, t) Ж xx, t) Lid wx) = 
X(x, * Àx,,t) —x(xg, 1) o 25 w 充分 小 时 ,满足 式 (4 – 124) E x, 
处 的 线性 化 方程 

5 D (4 - 125) 
AP: n x n ТІ РУТЕ x, 处 计算 。 此 时 两 条 分 近 相 轨迹 
iB ow 方向 的 平均 指数 发 散 率 为 
ETIN 


(4 - 126) 
t Е! 


Alxa wd = lim 
T 
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AIP: w т-иб(х,,0). 在 nn 维 相 空间 中 ,w (IT КУК p A БЕН 91. 
is алау n 维 空间 , 称 为 切 空 间 。 选 择 该 切 空 间 的 一 组 基底 1e,， 
:了 三 1,2,-… R| 对 应 于 每 个 基底 矢量 e ,由 式 (4 -126) 可 确定 于 个 
数值 A (x e( 21,2, n) s AER H CB EXC BIA BEA A 
À, Z А, 2 À, 2 + > À, (4 - 127) 

称 为 系统 (4 - 124) AFERRA. 

李 雅 普 诺 夫 指 数 可 能 为 正 , 也 可 能 为 负 。 正 的 李 雅 普 诺 夫 指 
数 表 示 对 应 方向 上 的 发 散 , 负 的 李 雅 普 诺 夫 指 数 表 示 对 应 方向 上 
的 收缩 .对 于 自治 奉 统 ,如 果 所 有 李 雅 普 诺 去 指数 均 为 负 ,系统 将 
趋 于 项 目 ; 如 果 有 李 雅 兽 诺 天 指数 为 零 , 而 其 余 为 负 , 系 统 作 周期 
性 运动 ;如 果 存 在 正 李 雅 普 诺 夫 拭 数量 运 动 轨 迹 有 界 , 则 系统 作 混 
沌 运动 。 由 以 上 讨论 可 知 ,用 李 雅 苹 诺 去 指数 识别 混沌 只 需 计 算 
最 大 李 雅 普 诺 夫 指 数 是 和 理 为 正 邑 可 ,这 样 可 以 太太 减少 计算 量 。 

2. 分形 维 数 

在 线性 代数 中 ,空间 的 维 数 是 指 张 成 该 空间 所 需 独 立 矢 量 的 
数目 。 这 种 维 数 概念 与 人 人 们 日 常生 活 中 形成 的 直观 的 几何 意识 相 
符 , 点 的 维 数 为 0, 直 线 的 维 数 为 1 ,平面 的 维 数 为 2,…… 但 这 种 
维 数 概念 难以 描述 数学 研究 中 某 些 似 点 有 伺 线 的 几何 结构 ,如 著 
名 的 康 托 (Cantor) 集合。 取 一 单位 长 度 线段 ,等 分 为 3 段 , 截 去 中 
Ez ,得 到 2 个 长 度 为 173 的 线段 ;再 将 这 两 个 长 度 为 173 的 线段 等 
分 为 3 段 , 截 去 中 自 ,得 到 4 个 长 度 为 1⁄9 的 线段 ,如 图 4-18 所 
示 。 如 此 进行 下 去 ,得 到 2" 4 KBE 3 RARE, S n—o 所 得 到 
的 集合 称 为 康 托 集合 。 康 托 和 集合 是 无 穷 多 但 又 无 穷 笑 朴 的 点 集 ， 
其 维 数 介 于 0 和 1 之 间 , 上 述 维 数 概念 不 再 适用 。 理 论 分 析 和 数 
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值 计算 都 表明 存在 非常 规 的 几何 形体 ,其 维 数 不 是 整数 。 这 种 维 
数 为 非 整数 的 几何 体 称 为 分 形 。 

对 于 分 形 几 何 体 ,其 局 部 形态 与 整体 形态 类 似 , 员 在 不 同 的 放 
大 级 别 上 ,几何 形体 的 形态 是 相 伺 的 ,这 种 性 质 称 为 自 相 似 性 。 具 
有 自 相 似 性 的 几何 体 维 数 也 往往 不 是 整数 ,所 以 具有 自 相 似 性 的 
精细 结构 的 几何 形体 为 分 形 。 由 于 混沌 是 非 周 期 而 又 局 限于 一 有 
界 区 域内 的 运动 ,在 相 空 间 中 其 相 困 迹 被 吸引 在 一 个 有 限 的 空间 
区 域内 往复 缠绕 而 恒 不 相交 ,因此 可 能 存在 具有 自 相 似 性 的 精细 
ZH BITS AE. 

= iz] АБЕН УЖЕ, WU ER TRUE SI -f 289 r PE I 5| To 
相应 屯 , 由 点 、 闭 曲线 或 闭环 面 构成 的 不 是 分 形 的 吸引 子 称 为 平凡 
吸引 于。 耗 散 系统 中 ,稳定 平衡 点 ,稳定 周期 运动 和 稳定 准 周期 运 
动 对 应 的 吸引 子 分 别 为 相 空 间 中 的 点 、 闭 曲线 和 闭环 面 , 均 为 平凡 
贤 引 子 。 汤 沌 运动 对 应 的 吸引 子 , 称 为 混 注 吸引 地, 通常 是 奇怪 吸 
引 于 。 因 此 ,分 形 维 数 是 识别 混沌 和 的 指标 之 一 。 ЕРЕКЕ УЛ 
法 有 襄 斯 凶 尖 (Harsdroff) 维 .关联 维 、 自 相似 维 、 盒 维 、 李 雅 普 诺 夫 
维 、 信 息 维 、K 炳 维 、 谱 维 。 其 中 豪 斯 多 夫 维 数 是 最 上 古老 ,也 是 最 重 
要 的 一 种 维 数 , 它 对 任何 集 都 有 定义 ,其 定义 为 : 

设 集合 $5 沟 n 维 空间 的 子 集 ,N(a) 是 覆盖 集合 $ 所 需 边 长 为 
a 的 # 维 立方 体 的 最 小 数目 , 则 豪 斯 多 夫 维 数 为 

ШЕНІНЕ: 
а 28 и 

然而 ,这 种 维 数 在 理论 上 的 意义 远 太 于 实际 应 用 。 对 于 一 个 分 形 
集合 ,计算 其 京 斯 多 夫 维 数 一 般 来 说 是 相当 困难 的 ,实际 上 常用 的 
是 如 下 几 种 分 形 维 数 。 

信息 维 数 ; 设 吸 引 于 由 N a) TARA а НИ ХЕ BS m, 
记 P, 为 轨迹 出 现在 第 ;个 超 小 立方 体 的 概率 , 则 用 超 小 立方 体 进 
行 测量 所 得 到 的 信息 量 为 


(4 — 128) 


Аду 


Pies > P InP. (4 — 129) 
= 


I41 


在 定义 (4 -128) 中 以 信息 量 代替 数目 N Cao , 即 得 到 信息 维 数 


Nia) 
= lim - ла Ху PnP, (4 – 130) 


关联 维 数 : jiu P, 为 轨迹 出 现在 第 j 个 超 小 立方 体 中 的 概 
率 , 则 关联 维 数 为 


NW (G) 


In > P? 
d. = lim —— (4 — 131) 
na 


п — 6 


ЖАНА ИНЕ A S l asr Zr BR BE Н, BU P, = 1⁄N( a) , Buy 5X 
(4 — 131) БІЗІ 22 K (4 - 128), 
可 以 证 明 ,三 种 维 数 满足 不 等 式 


d. x d, = d, (4 — 132) 


事实 上 ,具体 的 吸引 了 于 的 关联 维 数 .信息 维 数 和 豪 斯 多 夫 维 数 在 数 
值 上 很 接近 。 吸 引子 的 分 形 维 数 往往 与 所 在 相 空 间 的 拓扑 维 数 相 
差 不 大 于 2。 和 但 在 特殊 情形 下 也 存在 吸引 子 分 形 维 数 和 拓 掉 维 数 
之 差 大 于 “的 例子 ,这 类 吸引 子 称 为 超 胖 吸引 子 。 

由 于 李 雅 普 诺 夫 指 数 和 分 形 维 数 是 对 混沌 运动 的 不 同 描述 。 
李 雅 普 诺 夫 指 数 描述 了 混 注 运动 的 初 态 敏 感性 ,分 形 维 数 丘 述 了 
由 渴 沌 运动 的 非 周期 性 产生 的 相 畦 迹 的 不 规则 性 ,因此 两 者 之 间 
可 能 存在 某 种 联系 。 耗 散 系统 的 稳 态 动力 学 行为 发 生 在 维 数 低 子 
相 空 间 维 数 的 吸引 于 上 ,从 几何 直观 考虑 ,具有 正 李 雅 普 诺 夫 指 数 
和 人 负 李 雅 普 诺 夫 指 数 的 方向 都 对 支承 吸引 子 起 作用 ,而 负 李 雅 普 
庄 去 指数 对 应 的 收缩 方向 ,在 插 消 哼 张 方向 的 作用 后 ,形成 吸引 于 
维 数 的 非 整 数 部 分 。 因 此 ,将 李 雅 普 诺 夫 指 数 从 最 大 的 A, 开始 ， 
将 后 继 的 李 雅 普 诺 才 指 数 一 一 相 加 起 来 。 设 加 到 A, 时 的 和 


K+] 


Ў, А 为 正 数 ,而 再 加 下 一 个 Ax, 后 ,和 > A 成 为 负数 。 很 自然 


地 设想 吸引 于 维 数 介 于 六 与 K+1 之 间 。 用 线性 插值 确定 维 数 的 
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Ажы». ISDHOE S 2 3E ЕЙ 
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а = K+ 
Е = Å kai 


УА, (4 – 133) 


і 


RP: KAE УА, > 0 成 立 的 最 大 整数 。 数 值 结果 表明 ,对 于 不 


少 最 大 李 雅 普 庶 去 指数 为 正 的 一 维 以 上 映射 或 非 线性 系统 的 李 和 雅 
普 庄 夫 维 数 与 豪 斯 多 去 维 数 相等 或 非常 接近 , 卡 普兰 (Kaplan) 和 
#J yg ( York) HEW d, 与 d, 相等 , 放 式 44 - 133) 也 称 为 卡 普 兰 - 约 
克 猜 想 。 高 维系 统 李 雅 普 庶 夫 维 数 与 豪 斯 多 夫 维 数 的 关系 尚 待 深 
人 研究 。 

这 里 需要 注意 的 是 ,在 一 般 情 况 下 ,混沌 吸引 于 有 具有 分 形 结 
构 , 上 有 具 有 分 形 结构 的 吸引 子 也 是 混沌 吸引 子 , 但 存 一 些 特 殊 情 况 
下 ,存在 具有 分 形 结构 的 非 温 沌 吸引 了 于 ,也 有 整数 维 数 的 混沌 吸 
引子 。 

3. 功率 谱 分 析 

由 上 一 章 的 季 机 振动 理论 可 知 , 功 率 详 可 以 表示 随机 运动 过 
程 在 各 频率 成 分 上 的 统计 特性 ,是 研究 随机 振动 的 基本 工具 。 混 
沌 振动 是 有 界 的 非 周 期 运动 ,可 视 为 无 限 和 多 个 不 阿 频率 的 周期 运 
动 的 登 加 ,有 共有 类 似 随 机 运动 的 特征 。 为 描述 混 滞 振动 的 这 种 蝴 
机 性 ,可 以 应 用 研究 蝴 机 振动 的 频谱 分 析 方 法 识别 混沌 振动 。 混 
沌 运动 的 时 间 历 程 和 功率 谱 如 图 4 -19 所 示 。 


Y (t) Qo) 


O O 
(a) (b) 


图 4-19 12 50 ЕТӘ B НІЛ жін 
(ву HEADE: (b) HER., 
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需要 指出 的 是 ,采用 功率 谱 分 析 只 能 确定 振动 是 否 是 随机 的 ， 
但 无 法 确定 这 种 随机 振动 是 由 于 外 界 的 随机 扰动 ,还 是 由 于 确定 
性 非 线 性 系统 的 内 店 随 知性 。 因 此 ,功率 谱 分 析 不 能 区 分 混沌 振 
动 和 真正 的 随机 振动 ,还 需要 结合 其 它 指标 来 作 判 断 。 


4.6.4 混沌 的 应 用 


混沌 理论 的 研究 是 一 个 极 富 挑 战 性 的 具有 交叉 学 科 性 质 的 重 
大 课题 ,具有 巨大 的 应 用 潜力 。 特 别 是 20 世纪 90 年 代 以 来 混沌 
同步 与 控制 的 突破 性 进展 及 由 此 窜改 起 来 的 混沌 研究 热潮 , 绊 泥 
鲁 的 可 能 应 用 带 来 了 新 的 契机 ,为 人 们 展现 了 十 分 诱 人 的 应 用 与 
ARP ERU, 

TR. Di EE P5) Jz FE BEI ілі FI RE рО нЕ Reda i n FU 

1. 在 工程 上 的 应 用 

应 用 的 领域 有 :振动 控制 、 非 线性 电路 的 镇 定 、. 如 速溶 液 混合 
和 化 学 反应 ,提高 激光 器 性 能 .流体 力学 等 “1。 美 国 海 军 研 究 实 
验 室 的 一 个 研究 小 组 利用 混沌 跟踪 控制 法 ,和 不仅 在 很 宽 的 功率 范 
EE SCIT КЕ a E s 47 , ПІНЖАВН ЖИН 
T 1548, 1993 年 ,美国 航空 航天 局 (NASA) 的 科学 家 们 利用 三 体 
间 题 的 混沌 特性 , 即 对 于 微小 扰动 的 极度 三 感性 ,使 用 非常 少量 的 
残余 氨 燃 科 把 一 个 ISEE -3/ICE KIT XE АН X BL ARUM, 
1995 年 , 龙 运 侍 等 研制 出 的 具有 很 强 的 几何 非 线 性 及 物理 非 绥 性 
的 混沌 激 振 器 ,可 作为 振动 作业 器 械 的 高 效 振 源 ,已 获得 国家 
专利 。 针 对 线 谱 是 舰艇 水 声 隐身 性 能 的 主要 危害 并 难以 消除 这 一 
情况 , 杰 京 俊 等 利用 非 线性 隔 振 系 统 出 现 混沌 时 功率 法 呈现 连续 
谱 并 下 降 这 一 特性 ,提出 了 可 应 用 于 舰艇 结构 噪声 线 谱 控制 的 混 
沌 隔 振 方法 。 该 方法 可 以 将 集中 于 某 一 频率 的 能 量 分 散 色 较 宽 的 
频带 上 ,从 而 最 大 限度 地 消除 舰艇 辐射 水 声 中 的 线 措 成 分 司 " 。 

2. 在 智能 信息 处 理 中 的 应 用 

混沌 是 产生 动力 学 信息 的 自律 系统 ,如 果 能 够 使 不 失去 自律 
性 的 信息 转 化 为 有 用 的 东西 , 则 有 可 能 利用 简单 器 件 实现 较 复 杂 
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МИЛЯ. ЖЕНЖИЖВЛЕН D SCXR dE 0 - 1⁄6 
依 曼 型 搜索 给 出 了 重要 的 启示 。 在 模式 识别 dE £e PE X5 A 
等 方面 混沌 理论 都 有 其 用 武之 地 。 

3. 在 通信 方面 的 应 用 

如 保密 通信 . 扩 频 .信息 压缩 与 存储 等 ,利用 混沌 同步 实现 秘 
密 通 信 是 近年 来 竟 争 最 激烈 的 应 用 研究 领域 。 

4. 在 医疗 和 生物 方面 的 应 用 

除了 脑 昼 经 系统 以 外 ,心肌 细胞 .心电图 .血小板 生成 、 肾 小 体 
等 也 都 成 为 "生物 混 姜 学 ”的 研究 对 象 。 现 在 利用 混沌 控制 技术 
正在 加 紧 研 究 一 种 心 胜 整 律 器 及 去 纤维 颜 动 器 。 

5， 在 计算 机 方面 的 应 用 

奶 实 现 丰 富 多 彩 的 计算 机 图 形 .计算 机 图 形 压 缩 .研究 超 高 容 
基 的 动态 信息 存储 器 等 ,有 人 把 神经 .模糊 .混沌 人 台 在 一 起 , 称 之 为 
“新 一 代 的 模拟 计算 机 技术 ”。 

5， 在 社会 笃 济 学 方面 的 应 用 

如 经 济 预 渊 .金融 分 析 ,流行 病 分 析 、 天 气 预报 和 地 震 预 测 等 。 

7. 加 强 了 科学 技术 各 领域 的 模 向 联系 ,促进 了 各 学 科 的 发 展 

A EE RURLFS IR. Di B3 AES ЛЕ, ddp PEUE SIT CX BRE TEE 9E 
系统 中 能 产生 某 种 自治 的 序 ) ,对 于 设计 控制 系统 有 时 是 非常 有 
益 的 。 认 识 到 这 一 点 ,我们 可 以 为 一 些 本 质 为 非 线性 的 系统 设计 
简单 得 多 的 控制 器 或 获得 更 好 的 控制 性 能 。 有 时 还 可 以 节省 大 量 
的 资源 来 实现 同样 的 控制 目标 ,甚至 使 一 些 原本 “无 法 控制 "的 对 
象 获 得 控制 '” 7, 

随 着 混沌 研究 的 进一步 深入 ,可 以 相信 , 泥 汪 科学 的 应 用 领域 
将 不 断 扩展 和 深入 ,混沌 科学 将 越 来 越 受 到 人 们 的 重视 。 
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PSR 陋 据 系统 动态 特性 


由 振 是 振动 控制 的 主要 方法 之 一 ,该 方法 通过 一 个 包含 了 特 
殊 装 置 的 辅助 系统 将 振 站 和 被 保护 物体 冶 离 开 来 。 这 种 特殊 装置 
称 为 取 振 髓 或 隔 振 装置 。 遍 振 的 作用 是 减 小 振 源 和 被 隅 振 物 恒 之 
间 的 动态 耦合 ,从 而 减少 不 良 振动 传递 给 被 保护 物体 或 从 物体 传 
出 。 减 少 这 种 动态 耦合 的 同时 也 会 产生 一 些 " 负面 "影响 ,例如 ， 
增加 振 源 和 被 保护 物体 之 间 的 静态 位 移 , 增 加 它们 之 间 的 低频 和 
瞬时 相对 位 移 , 以 及 增加 安装 的 尺寸 .重量 和 成 本 等 。 在 柔性 疝 振 
器 上 安装 一 些 相 互 连 接着 的 部 侍 时 ,会 增加 它们 之 则 的 不 对 中 误 
差 , 这 通常 具有 危害 性 。 在 许多 情况 下 ,需要 采用 一 种 多 参数 优化 
方法 来 获得 合适 的 痛 振 效果 并 满足 其 它 约束 条 人 忻 。 为 此 ,本 和 章 介 
绍 了 饥 振 系统 的 动态 特性 ,为 不 同 被 隔 振 物 司 设 计 有 效 的 隔 振 系 
统 提 供 必 备 的 基本 知识 。 


5.1 "m ж 


МА де ЖЫ ЕЗ К ЗАЧ В (НТА T BEP S E 
两 者 之 间 的 隔 振 器 (装置 )。 图 5 -1 Bros HE Bj SALES аыр" ҚА 
振 系 统 。 由 于 环境 的 影响 ,被 痛 振 物体 必须 得 以 保护 从 而 避免 受 
到 支取 结构 振动 产生 的 不 利 影响 ,或 者 必须 对 支 姑 结构 进行 保护 
以 免 受 被 隔 振 物体 产生 的 动态 载荷 的 影响 。 有 些 时 候 , 上 述 两 种 
情况 必须 同时 考虑 。 图 5 -1 ФЕ АНЫЗ 4" T # 8 ОЖ 0 
体 、 隔 振 器 、 支 率 结 构 ) 在 一 般 情 况 下 都 是 其 有 多 个 或 者 无 穷 多 个 
自由 度 的 分 布 参 数 动 力学 系统 。 
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39 Bà TE ы ( RH LE ) 8 ht FH 
许 才 连接 在 一 起 的 元 件 组 成 。 站 果 
每 个 元 件 近 似 看 作 是 一 个 绝对 的 刚 
体 ,连接 部 分 近似 看 作 是 一 个 集 总 
FRAR RA, MARTRA 
6 个 自由 上 度 。 在 更 高 的 频率 时 ,每 
个 元 件 则 应 当 作 具有 无 窃 多 自由 度 
的 分 布 参 数 动 力学 系统 ,此 时 基础 
结构 也 应 当 作 具有 无 穷 自 由 度 的 分 
布 参数 系统 。 对 隔 振 器 的 描述 也 应 与 此 相同 ,局 时 , 窗 5 -1 所 示 
的 子 系统 内 部 和 了 于 系统 之 间 的 许多 连接 件 上 其 有 非 线 性 特性 ,因此 
不 难 想 象 阳 振 系统 的 动态 特性 有 和 多 复杂 -幸运 的 是 ,在 纺 大 名 数 
的 实际 隔 振 系统 中 ,我 们 只 对 低频 范 峙 内 的 振动 感 兴趣 。 并 且 ,在 
许多 情况 下 , 85 BR Ba j ACRI ор Sk k EL #R 58 3 ( x Wa DE 
и) H; BA e ИСЕ Lo -MIRR - 支 录 结构) 的 自然 频 
率 高 得 多 。 通 常情 况 下 (但 不 是 总 成 立 ) 隔 振 器 弹性 元 件 的 质量 
比 被 隔 操 物体 的 质量 要 小 得 多 ,因而 ,在 低频 情况 下 ,该 质量 可 以 
忽略 不 计 , 这 样 隔 振 器 便 可 当 作 无 质量 的 弹簧 。 在 高 频 时 ,这 种 假 
设 不 成 并 ,此 时 ,必须 考 虚 弹性 元 忻 中 的 波 共 迫 ( 见 第 5.3 3503Ж 
应 。 在 许多 实际 情况 中 , 隔 振 效果 在 低频 范围 约 5Hz ~ 100Hz 时 
等 别 明显 。 通 常 只 有 被 隔 振 物体 , 隔 振 器 和 支承 结构 的 最 低 结 构 
TES b T 3X — Е di FEL РЧ, ПЕН КЕНЕЛЕ Т, CER D 
Vr Mn > IR S: TN 8 МЕНЗИМЕН ЕВЕ ЧЕЛ И), ау рд 
得 到 许多 共有 实用 价值 的 结论。 

基于 上 述 假设 , 隔 振 系统 可 以 当 作 至 少 在 第 一 次 近似 中 可 以 
当 作 6 自由 度 和 系统。 考虑 到 特定 的 惯性 特征 和 几何 特征 ,以 及 典 
型 的 被 隔 振 物 体 的 设计 特征 后 ,通常 可 以 进一步 简化 系统 。 

对 隔 扰 系统 进行 正确 的 设计 可 以 得 到 其 有 良好 隔 振 性 能 且 刚 
BE £2 K BS If De e ,这样 可 以 最 大 限 诬 地 防止 系统 产生 剧烈 的 播 动 。 

前 而 提 到 , 隔 振 系统 相当 复杂 ,因而 从 整体 上 对 整个 系统 和 它 
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45-1 PHI B di fr 


WJ F 3 BEVETT r it RL dË BE AELA, Жа ЕРЕН ЕЙ Ж 96 
的 基本 特点 进行 了 讨论 。 


5.2 单身 由 度 隔 振 系 统 的 动态 特性 


隔 振 的 目的 各 不 相同 。 有 时 被 隔 振 物 体 是 稳 态 振 源 或 者 冲击 
源 , 它 们 以 动态 力 或 振动 力 的 形式 传递 到 基 座 或 者 基础 部 分 ,此 
时 , 陋 振 的 目的 就 是 阻止 或 者 减 小 这 种 万 传递 到 基础 ;有 时 被 陋 振 
物体 对 振动 非常 敏感 ,因而 此 时 的 隔 振 目的 就 是 为 了 保护 被 隔 振 
物体 免 受 从 振 源 ( 通 过 基础 ) 传递 过 来 的 稳定 或 瞬时 振动 的 破坏 
(如 精密 的 步 进 对 准 曝 光 系 统 }'"!'。 还 有 些 被 隐 振 物体 在 工作 过 
程 中 对 振动 非常 敏感 ,而 它 内 部 元 件 运 动 时 却 能 产生 不 希望 出 现 
的 动态 载 敬 (例如 ,精密 平 而 磨床 的 重型 工作 台 作 往复 运动 时 ,或 
者 坐标 测量 设备 的 重型 台 架 开始 或 停止 运动 时 ) 。 汽 车 上 的 发 动 
机 与 此 类 似 却 略 有 不 同 ,一 方 而 ,发 动机 产生 的 振动 能 传递 给 汽车 
中 的 乘员 ,而 另 一 方面 ,又 必须 保护 发 动机 不 受 由 于 路 面 不 平 而 产 
生 的 强烈 振动 的 破坏 。 
相应 地 ,从 被 陋 振 物体 到 基础 或 者 反 过 来 从 基础 到 被 隔 振 物 
体 之 各 的 振动 力 或 者 位 移 ( 或 者 加 速 庶 ) 的 传递 都 是 我 们 感 兴趣 
的 。 这 些 传 递 取决 于 动态 输入 的 频谱 成 分 和 系统 的 自然 频率 . 自 
然 模 态 之 问 的 关系 。 同 时 ,它们 还 取决 于 隔 振 器 的 刚度 .被 隔 振 物 
体 和 基础 的 有 效 质 量 , 最 重要 的 是 它们 取决 于 陋 振 器 阻尼 的 特征 
和 大 小 。 当 于 系统 的 特征 需要 详细 进行 考虑 时 ,例如 , 当 需 要 考虑 
隔 振 器 中 的 波 共 振 以 及 被 隔 振 物体 或 基础 的 多 个 自然 模 态 时 ,于 
系统 不 能 再 当 作 如 图 5 -1 所 示 的 集 总 参数 系统 , 面 需要 通过 阻抗 
жз, 
研究 表明 通过 对 基本 的 .一般 的 隔 振 系统 进行 分 析 , 来 揭示 一 
些 关键 因素 如 阻尼 、 坐 标 之 间 的 耦合 等 的 影响 ,可 以 更 好 地 理解 
(即使 是 这 样 , 它 还 是 一 种 定性 分 析 ) 隔 振 系统 的 动态 过 程 。 这 些 
分 析 的 结果 有 利于 更 有 效 地 应 用 软件 并 开发 出 更 具 兽 棒 性 的 隔 振 
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系统 ,使 得 它们 对 主要 子 系统 的 动态 特性 以 及 激励 频谱 的 成 分 和 
强度 的 变性 不 太 敏 感 。 
ФАН. Аан EX p E kxerg DEG ETE 
态 效 果 的 模型 。 隔 振 系 统 上 典型 的 模型 包括 如 图 -1 所 示 的 三 个 
子 系统 :被 隔 拓 物体 (质量 为 m); REH A E ав) ; 非 接触 的 基 
础 《质量 汶 mr) 。 除 非 一 个 很 重 的 对 象 安装 在 很 薄 的 混凝土 地 板 
+ ARETA m, >m, WED m > m。 这 个 系统 中 的 隔 振 器 
只 能 够 在 一 个 方向 上 发 生变 形 。 根 据 弹 性 元 件 中 能 量 耗 散 的 特点 
及 其 设计 , 单 轴 疝 系统 的 动力 学 模型 可 以 有 所 改变 。 对 闸 定 物体 
进行 牛 振 的 典型 动态 模型 及 其 变型 共有 四 种 ,如 图 5-2 所 示 。 在 
.图 5 -2(a) 中 , 隔 振 器 表示 为 一 个 弹性 元 件 ( 刚 度 为 k y š SAPE BH 
尼 器 的 并 联 , 当 两 个 终端 的 相对 位 移 为 x ВУ, ЗЕН Је ер ЊЕ АУЕН. 
ел F, 与 相对 速度 成 正比 , 即 五 = (š, -4,)), ЖН сд е Ж 
数 。 纯 竺 性 阻尼 器 是 对 阻尼 理想 化 以 及 重子 对 问题 进行 分 析 而 提 
出 的 ,并 非 一 个 实际 存在 的 元 昕 。 图 5 -2(5b) 中 隔 所 器 的 弹性 元 
件 将 弹性 (刚度 为 k) 和 迟滞 型 能 量 耗 散 特性 (材料 阻尼 ) 组 合 在 
了 一 起 。 此 时 相对 的 能 量 耗 散 ”( 对 数 衰减 率 为 6) 不 依赖 子 
振动 的 频率 о, ЕЖЕН, x REOR HB BH ДЕНИ ЖЕН 
ТЕСТЕ) BELT SEE UI" 
c, = cw) = wT (5-1) 


Fít) 


(c) (d) 


B] 5 -2 常见 单 轴 向 隔 振 系统 的 典型 模型 
(a) RARE k APERE c B) ER d СЬ) 具有 刚度 上 和 
PG P сө) ВОВА ВЕ: (с),(4) ВНЕ Е. 
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iR HE BH JE Jy 38 YE — JH Jë 3⁄4 *[ B) JE Ж ЖЕЛЕ, X 25 A ERE 2/22 
网 等 。 

图 5 -2(c)、(d) 是 两 种 检 弛 型 隔 振 系统 '"。 在 图 5 -2(e) 
中 , 隔 振 器 表示 为 粘性 阻尼 器 c а ВЕЗЕ Е, = МЕ 后 和 弹性 元 
fk FR, 在 图 5 -2(4) 中 , 带 阻 尼 的 呵 振 器 有 一 ce' 和 无 阻尼 隔 振 
器 r=NK' 通 过 串联 连接 。 研 究 表明 "” А = [NN +1)]E' 并 
且 c=[NAN+1)]e' 时 ,这 些 隔 离 器 是 动态 等 效 的 。 

在 诸如 汽车 的 悬挂 视 构 等 振动 幅 值 很 大 的 振动 控制 应 用 中 ， 
隔 振 器 有 时 带 有 库仑 摩擦 阻尼 器 。 这 些 基 振 器 不 能 够 满足 精密 视 
械 或 仪 跨 中 隔 振 系统 的 要 求 , 主 要 是 由 于 它们 对 小 振幅 振动 不 
敏感 。 

在 图 5 -2 中, 单 轴 向 隔 振 系统 取得 的 隔 振 效 果 可 以 通过 绝对 
ФАНЕ ЭЕ ЗЕЛЕ. ЗАРН Э Е ОЧ Бри лн б 
ЗН ВО. ЕЕ Е nik k Pr, ЛАЖ ЖЗНЕ 
递 到 基础 上 的 力 的 幅 值 与 初始 的 激励 力 幅 值 之 比 。 如 果 振 源 是 基 
础 ,那么 传递 率 是 指 被 中 振 物体 的 振动 幅 值 和 基础 振动 的 幅 值 之 
比 。 相 对 传递 率 是 指 被 趾 振 物体 和 基础 之 间 的 振动 位 移 ( 弹 性 元 
件 的 变形 量 大 小 ) 和 基础 运动 的 幅 值 之 比 。 


521 具有 锋 性 阻尼 的 隔 振 器 (图 5 -2(а)) 


该 系统 的 运动 方程 为 
ту + e(%, - %,) + k(x, -а)) = F 
| (5-2) 
m, + с<(%,- X.) + k(x, — x,) = 0 


ЕН-СХЖЗЕДт, ЯС РУЫ, ЎР 595 — ТОНЫ 
去 第 二 个 方程 ,得 


таңу 


аз а m, 
Ü + c8 + k0 = F (3-30 
m tm, 


mi + on, 
式 中 : 0 = x, – ж, mm, (m * m,) =т АННЫ” о 
式 (5 -2) 和 式 (5 -3) 的 能 量 耗 获 { 阻尼 ) 特 征 由 下 面 不 同 的 
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式 子 来 表示 


тс (o, FUIL, АН 21со 
= 2 = n f. = = -4 
Pres á cn + m) ur 7 i (5 ) 


AP: c EMBERR, A 是 四 对 阻尼 系数 ,c。, 是 临界 阻尼 系数 ,z 是 
相对 险 尼 ,3 EUR EMRE ,上 .是 共振 放大 因 于 ,wm,. 是 自然 第 频 
X, 开 是 振动 系统 一 个 周期 中 最 大 的 势能 ,AH 是 指 在 一 个 周期 中 
耗 散 的 能 基 ( 香 性 阻尼 系统 中 为 振动 频率 o 的 函数 ) p 是 在 一 个 
振动 周期 中 所 耗 散 的 相对 能 量 。 在 共振 或 者 自由 振动 的 过 程 中 ， 
ip -2лса,/ Ете 268. 

35 T Hü se TET VE ERO BOE ZJ. F = F sinot 作用 下 力 ( 以 及 位 
称 或 加 速度 ) 的 传递 率 ,其 中 :所 是 激励 力 的 幅 值 。 激 励 力 可 以 用 
复 变 量 表 示 ,F = Fue”。 因 此 ,弹性 元 件 的 变形 为 日 =goe'” 0, Ж 
中 ,是 力 和 变形 之 间 的 相位 差 。 将 这 些 式 子 代 入 式 (5 - 3) ,并 
考虑 作用 在 基础 上 的 力 己 = 30» сд, 得 


74 P (ko ico) el 
— mtm (S 5) 
j (- тын, о? + k) + ico 
т + т; 
由 此 可 得 绝对 力 传 递 系数 
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(5-6) 
A T E: Ж ЗА” F BJ 28 XJ b; ИЛЕ ЖЕ u A pz HJ zü 
(5 一 2) 的 第 一 个 方程 , 令 F 0, 如果 基 础 的 振动 激励 为 *， = 
xe IBAE x =x e” t | K 


X1 k + ісе 


кезед ес SA C AC EN (5-7) 
Xa (k — ma) + ico 
H K (5 - 7) B[ 48 SË XJ Tu Е Ж 
m A ТЕРЕ ША 52 = 
P TA 
(5-8) 


М! 
Е. 
从 式 (5 -6).(5 -8) 可 以 看 出 ,只 有 当 基础 为 无 穷 大 (mi = = ) 
时 , 才 有 jr =j =o 
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ХТЖ АТЖ, 5 Е е0, АЖ(5-2950Ж-4-Ж 
程 可 以 写 为 


т(9 * ,) +с6 + kg = 0 (5-9) 
in x = хе“ ,8 ш буе“ ‚ЗЕ 


2 
之- 一 mw (5-10) 
х, 一 mæ + ice + Ë 
以 及 
-ol тә 
Hu | x, | (k __ ma )? 十 ar c? 
z z 
a w 
NE 一 
Шы e, 


"S 2 " i w z 5 m 
48-0) 2,0-3) 0m 
(5-11) 
Ё 5 - 2 ( a) Bir zç 3& S dE Л [R] EH JE, Tf 205 F 8) 28 TS PË А р, (ол 
ww) ciu 如 图 5 -3 所 示 。 从 图 中 可 以 看 出 ,只 有 当 频 率 比 w 
o, > .=1.4, 或 者 内 有 在 频率 较 高 的 区 域 实施 隔 振 ( 减 小 振动 的 
传递 ) 时 ,绝对 传递 率 pr Mp, 才 小 于 1。 当 阻尼 增加 时 , 隔 振 区 


的 传递 率 变 友 。 人 但 随 着 阻尼 的 增加 ,相对 传递 率 一 直 是 减 小 的 ,如 
图 S$-4 所 示 。 


5.2.2 НЯМОЕтУНИБЕВНАЗК а (РН S5 -2(b)) 


弹性 — BH Ja H P N E JE AE JH ELE 55 d PERH JE КЛА. А. 
ЯЖЕ-НЕМЯН # St, BJ XJ 9k SE u I CCS — 4) ЖЫЛ 
不 依赖 于 日 然 频 宁 , (Hoi i oV de ck 7b ЖМК СКІ, fE н HN 
Di P ufo T ds ЛИН, ОИК H BJ4⁄4 38] ЖАР, ПЖ 
ЕЕЕ, А ТАЛДАН, n R JC I s F| 882 ( (50 ~ 100) Hz) 
旦 振幅 较 小 ,那么 阻尼 对 频率 和 幅 值 的 依赖 性 可 以 忽略 。 有 多 种 
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方法 可 以 用 来 表示 有 具有 内 摩擦 或 能 基 损 耗 的 弹性 -阻尼 材料 的 特 
性 ,广泛 采用 的 是 复 刚 度 描 述 方 法 。 由 于 材料 的 变形 相对 于 导致 
变形 的 应 力 有 一 个 相位 延迟 角 中 ,因此 ,变形 包括 了 了 两 个 部 分 ,一 
个 是 弹性 变形 (和 应 力 同 相 世 部 分 , 另 一 个 是 依赖 于 速度 的 变形 
部 分 , 它 落 后 于 应 力 90°(7/2rad) ,或 者 沿 着 只 轴 的 方向 。 因 此 总 
模 量 可 以 表示 为 
€ = @' +i@” = @'[1 + i(6"76')) = @'(1 + itang) 
(5-12) 
式 中 : СЕТ ЕН СТАТЕВЕ: В 是 损耗 角 。 相 应 地 ,元 件 的 
复 刚 度 为 
k = k' + ik” = k'(l +itang) (8-13) 


式 !5 -2) 和 式 (5 -3) 可 用 复 刚 度 表 示 为 


mX, + k'(1 + пав) (x, — x) = F 
I (5 ~ 14) 
т, + ЕСІ + itanB) (x, — x) = Ü 
тат, e , . _ m _ 
тіпт m E 1-*iang)8 = "- т (5 – 15) 


ШЕ F = Pue”, 则 可 假设 8=e 7 ,忽略 СІ СТА ЕНІ Ж 
的 依赖 性 ,得 到 


itat tl 


— 


mm 
| Ay kG itang) |046 — F, 
т. 
; 


m + m тт; 
(5 — 16) 
k'(1 + itang) 一 一 : 
, І m tm, x 
F, = k'(1 + uanfi)8 = ~mn rC CCC, — e 
_ m + k'(l + itang) 
m tom, 
(5 — 17) 
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СЕ) + tan/B) 


2 
mtm mm 

f [ = " o) + tan’B 

m + m, 


SEE E = (5 – 18} 


k' 
EP e, = тзт) 是 角 自 然 频率 。 比 较 式 (5 - 17) 和 式 
£f Е 


(3-59, 可 以 得 知 式 {5 -17) 中 的 tan8 对 应 于 式 45 75) 中 的 cm。 
因此 , 式 (5 - 17) 可 以 从 类 似 于 式 (5 - 3) 的 方程 推导 而 来 ,其 中 
阻尼 系数 c 依赖 于 频率 , 即 e = (tang)/e , 因此 


w= 2mTtanB; с -оу/2 то (5 – 19) 


根据 前 面 的 假设 ,不 依赖 于 振动 的 幅 值 。 如 果 系 统 具 有 内 麻 
擦 阻尼 ,其 自由 振动 衰减 可 以 通过 对 数 衰 减 率 来 刻画 ,对 于 给 定 
的 弹性 -阻尼 材料 而 言 , 它 是 一 个 常数 值 ,与 定 隔 振 物 体 的 质量 
AGE 


8 -ар/2 = ntanB (5 - 20) 


或 者 He = (5 – 18а) 


M F -0,х, = х6", 03 = xpe P hF ETE d de mi p= Зар 
激励 ” ,系统 的 绝对 传递 率 可 以 从 式 (5 -14) 的 第 一 个 式 子 推 时 出 
来 。 因 此 


x F'(I + itang) 


ЕНЕ 5 Шао. 5 ЕЕЕ 5-21 
5X, -mæ + k'(1 + Пап) ( ) 
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ЕЛІМ k^ (1 + tan’p) 


x, | (E - mo! )! + k"tang | 
B 


(5-22) 
类 位 地 ,可 以 从 式 (5 -10)? 中 推导 出 相对 传递 率 
в _ ma" _ 
x — — ma! + ЕСІ + itang) (5 - 23) 
lel _ me _ 
Mua = | x, | т (k' _ ma! )? 4 k" tan? 一 
а” 
> (5 - 24) 


通过 比较 式 (5 -6)、 式 (5 -8) 和 式 (5 - 18) 、 式 (5 - 222 RTI 
看 出 ,在 后 面 两 个 式 子 中 ,让 于 根 号 里 面 的 分 子 缺少 了 依 城 于 频率 
的 现 ,为 此 ,阻尼 系统 的 高 频传 递 率 被 大 大 降低 ,从 而 在 不 酸 坏 共 
振 行 为 的 前 提 下 ,提高 了 隔 振 效果 。 在 实际 工程 中 ,由 于 前 十 提 到 
的 .CC 对 频率 具有 依赖 性 , 故 隔 振 效果 的 提高 并 不 十 分 明显 ,但 
这 种 提高 仍然 是 有 意义 的 。 根 据 文献 [3] ,图 5-5 给 出 了 当 m = 
w ,具有 不 同 阻尼 (5) 不 同 6.6" ARR A ff EB TPE ) ВИ ВЕЕ 
合体 的 绝对 传递 率 曲线 。 曲 线 1 是 由 没有 炭 栋 填料 的 天 然 橡 胶 
( NR) fil ВОВА De 48 , 它 的 阻尼 很 小 (8 =0.07) , 当 频 率 小 于 50Hz 
时 ,Ce".C“( 或 者 5) 对 频率 的 做 束 性 可 以 忽略 不 计 , 此 时 可 以 认为 
隔 振 器 无 阶 尼 。 曲 线 2 是 含有 50% HAF 55 X Aem ( Š = 
0.31) 的 绝对 传递 率 曲线 。 而 曲线 2' 表 示 有 上 县 有 共性 阻尼 的 虚拟 隔 
振 姻 的 传递 率 , 在 共振 显 率 (5Hz) 处 和 实际 隔 振 器 具有 相同 的 阻 
尼 。 曲 线 3 代表 出 含 防 老 剂 RD МЕНДЕ al ВОВ СТЕ 
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共振 频率 5Hz 处 ,56=1.55, 并 随 着 频率 的 增 大 单调 递增 ,从 1 上 到 
50Hz 增加 3 倍 )}。 而 曲线 3 表示 在 共振 频率 处 (5Hz) RU Fl] S 
性 阻尼 的 媚 所 隔 振 器 。 由 该 图 可 以 知道 ,在 隔 拓 区域 w/w »1.4 
内 , H K 38 ME BH JE, 55 3 CRISE EH JE TB Er. , BI F X: B J 29: SE. ERE DE DECORE 
в. 

c4 гн, E. EI QUEUE FE JE PE ( 31 е 4 2£ ba #U 19 e 
等 弹性 元 件 ) , RE R| BERI ев КА 35 Dh УИ ЕЛІН 2. 
由 于 在 振动 过 程 中 ,最 重要 的 参数 是 隔 振 系统 的 自然 频率 w, = 
2 Tf 以 及 共振 烽 的 大 小 ,因此 在 垃 用 式 (5 -18)、 式 (5 -18a) 、 式 
(5 -22) 和 式 (5 -24) 的 过 程 中 ,可 能 需要 进行 几 次 选 代 计算 。 其 
中 一 种 方法 是 应 用 天 (或 者 四 ) 以 及 人 =Trtang 等 的 一 些 实际 值 来 
计算 弹性 元 件 的 变形 9g。 由 所 得 到 的 9 值 ,得 到 新 的 大 和 6 等 , 直 
到 获得 理想 的 收 伍 值 。 


40 


30 


绝对 传递 率 上 rdB 


Hx nz 


5-5 Hi5-2(b) BE Fh ТЕАТ 
19 2 I I DE ОА АЖ 
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5.2.3 SN BÉ Yk EH J SS pO ЖА" HR ЖИ (В 5 -2 
x (е).(4)) 


3j m, = so Bf, 5 -2te).(d} 所 示 系 统 的 运动 方程 分 别 是 站 


ЗЫ + mi, + c[ 5); + kB = 
x F +" (5 - 25) 
(^£ e enn cett Si 
x Е + ГЕ (5-26) 
这 两 个 方程 有 具有 相同 的 形式 。 如 果 令 
toe eae 6 


Ш:5(5-25),Ж(5-26 ЕЛЕУ КЕ, EA PH NEX 
如 下 ;对 图 5 -2(c) MAN =k k, AE 5 - 2ed) А, У = И, 
考虑 到 式 45 -27) ,图 5 -2(c) 和 和 图 5 -2(d) 的 传递 率 表 达 式 一 
致 , 且 绝对 传递 率 为 


以 及 相对 传递 率 为 


Еге - 
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在 式 (5 – 28) 126 (5 – 29) P, о, = YE/m, 它 是 当 c=0 时 ,图 
5 -2(c) 所 示 系 统 的 自然 频率 :ec。 =2 im, = с/с. 5-6 
较 了 一 个 刚性 连接 的 条 性 阻尼 器 (图 5-2(a) 或 图 5 -20c) 中 六 =o) 
fI — A Si PE РЕ SERT SETEBH JO 3S A 5 —2( c) , Н JE £ 20.2) fg 
绝对 传递 率 “ 。 从 图 中 可 以 看 出 ,在 隔 振 区 域内 后 者 的 传递 率 随 
着 频率 的 增加 衰减 得 比 前 者 快 ,前 者 的 衰减 速度 仅 为 6dB oct ,而 
后 者 为 12dB/oct, 但 后 者 使 共振 放大 因子 变 大 。 当 c=0 时 ,质量 
m 权 由 主 弹簧 上 支承 ,传递 函数 和 图 5 -2(a) 所 示 系 统 相同 , 见 式 
(5 -6} 和 式 (5 -8)。 当 c=%m 时 ,传递 聘 数 与 式 (5 -656). 式 (5 一 8) 
中 c=0 时 相同 ,但 自然 频率 为 w' = a, = aki та, “N +l. 
对 于 介 于 这 两 者 之 间 的 ¢ Wq cb. Е РА АЬР СЕНСІН, E 
共振 放大 系数 最 小 的 c 值 被 称 为 最 优 阻 尼 。 在 高 频 时 ,任何 * 值 
的 传递 函数 都 接近 于 ec = о 的 情况 ,并 上 且 弧 对 传递 率 和 激励 频率 
成 反比 。 

共振 时 的 放 太 系数 (绝对 传递 率 )p,, 是 阻尼 比 Y FO POL BE м 
的 函数 ,如 图 5 -7 ERU. цес -0.1 B|... 5 N BIXESCR X, 
但 $E X SEN HE T ERBY peo SET ABE PLIN LARA RE usu 对 应 
TREE. it XJ AU jH x P EB E E REL Е uu RBS dE de 频 
率 比 是 不 同 的 ,它们 分 别 是 


(us _ RO £1) Tao [N +2 _ 
Балы ытта co NE са 
A 9 за Н, B Pb A за SJ , Pk IK; ( B LO B9 TE К 
系数 为 


(nau = 1 +2/N (5-21) 
但 达到 由 式 (5 -31) 表 示 的 最 小 放大 系数 时 的 阻尼 比 是 不 同 的 


N 
еу БЕ (319 watN +2); 
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N 
Салат Ps syr AY (5 ~ 32) 
达到 最 优 阻 尼 时 ,绝对 和 相对 传递 率 曲 线 分 别 如 图 5 -8. 图 
5 -9 所 示 和 外。 从 图 中 可 以 看 出 , 当 育 值 较 小 时 (和 和 阻尼 器 柔性 连 
接 ) ,虽然 共振 放 太 系数 比较 太 , 但 高 频 范 围 的 隐 振 效果 非常 好 
‘绝对 传递 率 低 ), 另 一 方面 , 较 太 的 IN CRAS SR REPE E E) me f 
mm 减 小 ,但 使 得 对 高 频 振 动 的 隔离 效果 变 差 。 对 相对 传递 率 而 
言 ,六 的 变化 仅 在 共振 时 产生 影响 。 文 献 [61 给 出 了 不 同 阻 尼 下 
НОРА, ЕН РАНЫ Ж. 


5.2.4 REED HRS A H Fr = S 


5.2.3 节 中 描述 的 .并 将 在 5.9.2 节 中 讨论 的 隔 振 系统 通过 
降低 在 激励 频率 处 的 传递 率 显著 地 提高 了 单 自由 度 系统 的 性 能 ， 
此 时 ,系统 的 自然 频率 应 远 小 于 激励 频率 。 因 此 , 减 小 系统 的 自然 
频率 看 起 来 是 一 种 非常 直接 的 减 小 高 频 振 动 传递 的 方法 。 然 而 ， 
由 于 较 低 的 自然 频率 通常 与 较 低 的 刚度 以 及 在 被 支承 物体 重量 载 
荷 作用 下 产生 较 大 的 变形 量 相 联系 ,因而 该 方法 不 可 能 陋 离 王 直 
方向 (z 向) 或 者 在 垂直 方向 上 存在 分 量 的 振动 。z 向 自然 频率 
f. ge ГУК жа Уі, О азе, м = 
W/g 为 被 陋 振 物体 的 质量 ,W 是 重量 ,8 是 重力 加 速度 ,因此 可 以 
得 到 


f. omcHEZM = Vka/W = А dis (5-33) 


式 中 : A УЖЕ ФИАЕ Bl TE FB F 58 SEE 2 JE Е, ñ u dé. em ; f, FR 
fi Hz。 国 此, =3Hz 时 ,要求 产 生 的 变形 为 lem = 10mm,f = 
1Hz 时 要 求 变形 为 9em = 90mm。 这 种 大 变形 使 得 系统 容易 出 现 
大 幅度 运动 (包括 平 动 和 摆动 ) ,特别 是 当 被 隔 振 物体 很 轻 时 情况 
更 是 如 此 。 此 时 弹 繁 的 绝对 刚度 很 小 。 在 许多 情况 下 ,这 种 由 于 
弹 得 元 忻 的 低 刚 度 ( 低 上 自然 频率 ) 而 产生 的 “不 稳定 ”现象 也 可 以 
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sk Wr) Kk 60 EET: KESKEN MH 
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(ys GU RCHS 


ud 320242 


发 生 在 水 平 xs 方向 ,但 没有 垂直 方向 那么 严重 。 这 里 所 采用 的 
稳定 一 词 并 非 其 字面 意思 ,而 是 指 被 隔 振 物体 产生 的 位 称 相 对 较 
小 。 当 被 动 隔 振 系 统 必 须 满 足 这 种 低 自 然 频率 的 要 求 时 ,被 隔 振 
物体 必须 安装 在 一 块 价格 昂贵 且 笨 重 的 “惯性 质量 块 ”( 通 常 由 钢 
ӘБЕН) 上 来 人 为 地 增 大 其 质 重 。 因 此 ,与 之 相连 接 的 弹 
筑 的 刚度 需要 成 比例 的 增加 ,以 保证 系统 的 稳定 性 。 

为 了 减 小 牌 直 ( 或 者 水 平 ) 方 同上 的 自然 频率 ,可 以 引入 “ 虚 
惯性 ”元件 , 从 而 使 质量 较 小 的 被 隔 振 物体 也 可 以 采用 刚度 较 大 
的 弹 稀 。 采 用 运动 转换 系统 或 者 “运动 转换 器 "也 可 以 达到 相 局 
的 效果 。 典 型 的 运动 转换 系统 如 图 5 -10 所 承 , 该 系统 包括 质量 
为 严 的 被 隔 振 物 体 1、 隔 振 器 (弹簧 )2 .阻尼 器 3 以 及 由 飞轮 一 螺 
вра 组 成 的 运动 转换 髓 。 运 动 转换 器 与 被 隔 振 物体 1 具有 相册 的 
3E |n] hz 35 ,在 推力 轴承 5 的 支 尖 下 ,相对 于 被 隔 振 物体 1 作 旋 转运 
动 。 飞 轮 4 通过 螺杆 与 上 下 振动 的 基 座 ? 相连 接 。 由 于 飞轮 的 惯 
性 以 及 螺纹 连接 (4、.6) 的 摩擦 力 ,使 得 运动 转换 器 能 产生 附加 的 
动态 力 。 


图 5-10 具有 运动 转 撞 能 力 的 隔 振 系统 
Ed Eom Ыза ағы, ІЛЕ K 3 4 转动。 被 隔 振 物 
体 施加 于 飞轮 的 垂 向 力 必 须 克 服 飞 轮 的 惯性 转 和 T = 1g, RP e 
E КАЈ В, g BEAMER, Dj UE r Ау З ај 7128 
465 


Р - T/rian( o + y) 一 EEEN (5 - 34) 


式 中 : EKERI; a ERRERA r 为 螺杆 的 中 径 ;y 
是 摩擦 角 。 螺 杆 的 摩擦 系数 f=tany, 其 符号 由 螺杆 的 背 行 方向 确 
定 “ 负 号 "表示 趋向 入 衡 位 置 运动 “ 正 号 "表示 离开 平衡 位 置 运 
动 。 因 此 ,趋向 和 离开 平衡 位 置 这 两 个 阶段 的 运动 可用 如 下 两 个 
方程 分 别 进 行 描述 

Ië 
rtan(c — y) 

Іш 
rtan( x + y) 


mX + kx + cx + = kx, + сі, 


(5-35) 
mX + kx + cš + = kx, + c, 


E — x, 


ДЕНЕ TIE SEX o = -二 ,因此 上 式 变 为 


Í А 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 站 十 
rtanfa -y)ana | 


LIE d |2 әсі + ke = 
rian(a - y)tana 
ex, + kx, 


I = 


I - . 
іт |E +9 the «> — Ho 
r'tan(a + y)tana 


* 2 
r tania + y)tana 


CE, + Ел, 


(5 — 36) 


RAHE IT LAER АЕ АХВ, а $£ АЗ Ж S 
《如 使 用 滚珠 螺旋 1 ,因此 可 以 假设 y=0。 这 样 只 需 保 留 一 个 运动 


方程 


- I . . 
m 3 2 X + c£ + kx = — + сҮ, + Kx, 
r tan 在 r Lan o 


(5 ~ 37) 


rh 48 = H: Bš) 38 Y5 А A E CLOSURE СА Е, НН PO 
(Iriana) ҚЫН” 。 正 是 由 于 有 了 该 项 . 带 运动 转换 器 
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的 系统 才 具 有 与 其 它 系 统 不 同 的 特征 。 对 于 较 小 的 r 和 оС 如 市 
场 上 可 以 买 到 的 滚珠 螺旋 ) ,即使 飞轮 非常 小 ,m' 也 可 以 比 m 大 
1 ~2 个 数量 级 。 此 时 系统 的 自然 频率 为 


f, =z h (5 — 38) 


当天 很 大 时 ,该 值 仍 然 可 以 非常 小 。 
REAG -37) ,得 到 该 系统 的 传递 率 为 


x 1- +00)? + An (P 

ай үй ТЕТІ o dr 
式 中 : О = w/wo, 其 中 o, 为 元 运动 转换 器 时 系统 的 自然 频率 ， 
wo =27h = V k/m;c/m 22n,9 = m'/m, lli тр = 0,5005 – 29) Я 
式 (5 -8) 等 价 。 如 果 c =n =0, 式 (5 39) rh u 的 绝对 值 为 

| --ы2 
s s s E 
5-11 239 2 =0.33 H n COD) RU Ж, 34 c =n -OCHEZZ 1),3 
ФЕ (h -1/ (1 m) ЕЕЕ, Æ X = 1⁄7 处 ,传递 率 为 
0。 因 此 ,根据 式 ($ -38) 知 道 , 系 统 的 自然 频率 比 设 有 运动 转换 
髓 时 要 低 得 名 ,并 且 在 频率 比 02, 处 , 它 还 具有 动力 吸 振 效应 。 该 
将 应 对 两 自由 度 系 统 来 说 是 非常 普遍 的 ,但 在 单 自由 度 系 统 中 并 
不 常见 。 从 式 (5 -40) 易 知 , 随 着 频率 比 从 0, Я] О = о, Ж 
统 传 递 率 逼近 


Іш! 


н. = 2/(1 + m) (5-41) 

当 系 统 中 存在 阻尼 时 (ec >0) ,共振 上 峰会 降低 ,但 也 不 会 吸收 

所 有 的 振动 (虽然 渐进 线 的 位 置 不 变 )。 如 图 5 - 11 中 的 曲线 2 
所 示 。 . 

前 面 的 研究 表明 , НАША RS DJ Bš Tie ТЕЛУ PK. 2 |s 388 $ RTT 

度 的 情况 下 能 实现 较 低 的 自然 频率 ,因而 可 以 得 到 自然 频率 较 小 、 

稳定 的 般 振 系统 。 然 面 ,由 于 这 种 隅 振 系 统 的 振动 传递 率 并 非 随 频 
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I 
( ГІ” E m 
I+? n 


15-11 °> m'-2m/3 以 及 不 同 阻 尼 时 ,图 5 - 10 所 示 系 统 的 传递 率 
《曲线 1 一 ce 20, 8 2-е>0) 
率 比 的 碰 加 单调 递减 ,而 是 趋向 于 99/A(n +1) ,所 以 得 到 的 隔 振 效果 
并 没有 传统 的 隔 振 系统 好 (如 图 5 -3(a) 中 自然 频率 小 的 隔 振 系 
统 )。 局 时 ,动态 吸 振 " 的 兹 果 也 受到 限制 。 这 是 因为 动态 吸 振 总 
是 发 生 在 共振 频率 附近 (特别 是 ; 值 很 大 的 时 候 ) ,并 且 由 于 系统 中 
总 是 存在 阻尼 ,使 得 这 种 效果 并 不 十 分 明显 。 但 图 5 -11 所 示 约 和 又 
统 仍 可 有 将 也 使 用 。 当 c=0 时 ,图 5-12 中 对 三 个 不 同 了 值 的 传递 
率 进行 了 比较 。 虽然 自 然 频率 随 着 ;的 说 加 而 减 小 ,但 由 式 
(5 –41) пуя, ЙТІН НЕ НЕЗ o 的 增加 而 增加 。 对 较 大 的 1 ERE, 


HQ) 


0 02706 10 14 oh! 

图 5-12 fH 5-10 所 示 系 统 在 不 同 

n(m = m'/m) fll c =Ü 时 的 传递 率 
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系统 的 自然 频率 其 至 在 隔 振 器 刚度 很 大 的 情况 下 也 癌 以 做 得 很 小 ， 
但 另 一 方面 , 浙 近 线 的 高 度 将 趋向 于 jx =1, 因 而 系统 不 能 够 实现 也 
振 的 目的 。 然 而 ,就 相对 较 小 的 n 值 而 言 , 它 可 以 使 系统 的 自然 频 
率 明显 减 小 ,并 使 整个 频率 范 转 (从 低频 开始 ) 内 的 传递 率 六 显著 降 
低 。 从 式 (5 -各 ) 可 知 , 当 频率 比 0 Кт 


| 2 
0, = I + 27 (5 — 42) 


FRATARA NE E (a < 1) 


мх Е 内 等 于 
0, = | t 202 (5-43) 
2( * 9) 
f b o dl £x SPF pH Vr 2 , 


下 而 是 一 个 算 例 。 设 了 =1 时 , 即 有 效 岳 量 тет” 22m, RA 
的 自然 频率 焉 小 到 原来 的 12。 但 传递 率 疡 不 大 于 mg/m) = 
0.5。 对 自然 频率 =5Hz ИЛЕК ЖАН, H # 4 B ph Қ 
大 于 了 =5x1.41=7.0Hz 时 系统 才 开 始 有 中 振 效果 ; 当 激 励 频 率 
大 于 f=8. 66H: 时 ,传递 率 减 小 为 0.5。 当 =1 HARRERA 
运动 转 搞 器 时 ,从 f=4. 08Hz 开始 起 到 中 振 效 果 ; 当 了 = 4. 33Hz 
时 ,传递 率 曲 线 穿 过 疡 =0.5。 因 此 飞轮 的 存在 使 得 开始 产生 责 振 
效果 的 频率 明显 跨 低 。 在 很 包工 程 应 用 中 ,将 低频 范 雷 内 的 振动 


图 5-13 具有 运动 转换 器 的 陋 振 系统 


169 


传递 率 减 小 一 半 便 可 满足 隔 振 要 求 了 。 同 时 ,具有 很 大 “" 虚 质量 ” 
的 运动 转换 系统 能 够 取代 隔 振 系统 中 一 些 蝇 贵 且 繁重 的 基础 。 在 
王 程 实际 中 ,可 以 采用 优化 的 方法 来 确定 如 何 减 小 六 .图 5 ~ 13 
所 示 为 =400 时 的 隔 振 系统 。 


53 两 自由 度 隔 据 系统 的 动态 特性 


5.3.1 有 阻尼 两 自由 度 系 统 的 一 般 形 式 


图 5 -14(a) 所 示 的 三 质量 块 两 自由 度 系 统 在 各 种 隔 振 系统 
的 建 模 中 起 着 非常 重要 的 作用 。 为 了 便于 分 析 ,将 系统 分 解 为 两 
个 两 质量 块 的 子 系统 , 如 图 5 -14(b) 所 示 。 对 这 些 于 系统 之 间 的 
相互 作用 进行 分 析 , 可 以 非常 清楚 地 了 解 图 5 -14(a) 所 示 系 统 动 
态 过 程 的 物理 意义 ,图 5 -14 中 系统 的 运动 方程 可 以 写 为 


m. x, ume 一 %,) + k, (x, — х,) = F (t) 
т,%, 十 са (X; - £,) 十 ka (x; - х) + En (Ns ~ 24) 十 


К, (x, - x,) = Ғ,(4) 


т; %с,(%, — X,) кЕ,(х, - x) = F. (t) 
(5-44) 
FG) FE) ECH 
сә um Kj сара ks 
EO FD 
= PURA 


(b) 
两 自由 麻 系 统 芭 其 于 系统 
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这 个 系统 看 上 去 是 一 个 三 自由 度 系 统 , 但 实际 上 存在 一 个 不 重要 
HF 模 态 ( 日 然 频率 为 零 )。 将 上 式 中 的 坐标 变换 为 相对 党 标 
9, 2x, - x, 和 = 和 -xs 可 以 消除 这 个 零 模 态 。 第 一 个 方程 和 第 
ZAFE m, ,然后 各 自 减 去 分 别 习 以 m, 和 m 后 的 第 二 个 


方程 ,得 
5-8 + enh, + kl ті... саб 540 
+ c + - —c 一 一 一 一 -一 
т, + m, ! 12 1 1301 m, + m, УА m, + m, 2 
т; т 
= F, mi 2 
т, m, m, + т, 
Mt., Tri. a а nm * Үн. 
2H, 3 а 
9, 十 cB, + k4, 8, = ča — Еу, 
т, + т, т, + т, т, + т, 
_ "m. na 
m, + т, т, + m, ` 


(5-45) 
或 者 ,利用 弹性 连接 产生 的 力 Ps = ku, Fo = 上 369, ,有 


m m ] - Pot m. Caa т. 
Pla 12 1 33 i 
Fe te ға wu Fa 一 Е,; 
т, + m, ky k, m, Tm, Ek, m, tm, 
" ms Hn F 
ES 2 
т + m, m, T+ m, 
Tia Ma 1 Coa - ma Сіз ты 
j k + RES * F, L T 12 
тә + та Ед 23 та + Пі; Яҙ т, + т; 
т т 
т. + т, т, + m, i 


为 了 将 式 (5 -46) 表 示 成 规范 形式 ,使 得 在 两 个 方程 中 均 具 
有 相等 的 弹性 耦合 系数 ,可 以 将 第 一 个 方程 习 以 т,/(т, + m, ) , 
?B —^- 2r 3E LU m,/( т, tm.) ,得 


| (5-46) 
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220 mmm ip ,_ 0т tnh , 
(m, + m,) (m, *m,) k, ” (m, m) k, " 
m. F _ т, n. Сіз; 

(т, +m,) " (m, + m,) (m, + m,) А, ^ 


ті, т; Th, Ma 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 上，= 一 一 一 一 一 -一 一 一 一 一 站， 一 
(m, + m,) (m, + m.) (m, + m, ) (m, + т.) 


rrt, ms 
— n F, 
Сту + т.) (m, + m) 
fH mar, lr т, 


Шаа а 
-- + Вр фр -~ 
(т, + m, ) (т, + m.) ka з (m, + m, ) Es 2 (m, + т,) З 


LOU Loo fug 0. m 0 Ps p = 
(m, + m,) (m, + m.) kn 12 (m, + т, ) (m, + m, ) 12 


coul — O p + mi Mh F 
(m, + т.) (m, + m,) ` (m + m,) (m, +m) ` 
(5-47) 


为 了 简化 方程 ,引入 下 列 标记 : 
——J X BE COR) 
Bu zim mm, Cm, + љт, ) Ст, +m) |En; 
By = тутт (ту + m,) ( m, +m) Es. 
—J SB RE 
Œn = п, (m, + ma); 
Q4,-7m,/(m,-^m,). 
— — 9E ( Ae bg ) RE CN 
Q Z G. = -m,m,/(m, + m,)(m, + m4). 
一 一 广义 阻尼 系数 
£,-[m,/(m,4m,)]ce,7&k,; 
£4 = [m,/(m, +m) |с, о 
— —R& JE C— И) FR RC 
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£, = [mm +m) ][ m,Z( m, +m) Је, 6, 3; 
£4 = [m m +m) ][ m,Z(m, + m4) ] e; Z о 
一 一 广义 激励 力 
F'=[m,Z(m, +m,)][m,/ (m, +m,)]F, - [m,Z( m, + m, ) ] 
Гт,/(т, +m) ЈЕ, ; 
Fl = [mm + m,)] [m,Z( m, +m,)]F, + | m. Z( m, + 
m4) ][m,Z(m, +m,) 1Е,; 
J” X B 5; E HO АННА АЖ 
y 7 4/05 0,,0, 7 л т (m, tm) (m, € mj)» 
一 一 子 系统 的 阻尼 比 
са” (е) 1, = cy | Zn mim” (m, +m) 1 =n (Qni); 
са (6,34, -<һ/|2п,т,т,/(т, +m, } ] =#,,/(2п,8,,) 
一 一 图 5-14(b) 所 示 子 系统 的 自然 角 频 率 


n, ді [ (т, +m, )/m m, |Ж, = ND TA n3 
n, = Jt (m; + ms ) m,m ] k,, = af біз; B; о 


子 系统 之 间 的 相互 动态 作用 可 以 很 方便 地 通过 耦合 系数 表示 
жез 


nn, n, 
Әу X 2y = (5 – 48) 
| mi -ĦA | 1 Tes 


2 


n, 
BI 5-15 所 示 为 o/y 5 n/n, 之 间 的 关系 。 应 该 注意 的 是 o (n; 
m)-eam(n/n. 

с 越 大 , 则 各 了 于 系统 之 间 的 相互 作用 越 强 。 当 о 非常 小 时 ， 
图 5 ~14(b) 中 子 系 统 的 动态 过 程 是 相互 独立 的 ,因此 每 个 子 系 统 
可 以 分 开 单 独 进行 分 析 。 此 时 ,图 5 -14(a) 所 示 系 统 的 两 个 目 然 
频率 非常 接近 于 单个 子 系统 的 自然 频率 。 当 单个 自然 频率 n, 和 
п, 以 及 系数 oo 已 知 时 ,图 5 ~16 给 出 了 图 5 ~-14(a) 所 示 的 三 质量 
系统 的 自然 频率 wl 和 和 w,,。 
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图 5-16 图 3- _14(4) 所 示 系 统 的 自然 频率 
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假设 式 (5 - 47) XE SR b HAEREA Fao = Fue" Fy = 
Foe ,那么 其 特征 方程 变 为 
(ВА + £4A қа) (BoA + EnA +a) – 
(£5À + ар) (А жар) = 0 (5 – 49) 
如 果 各 个 子 系统 中 的 阻尼 非常 小 ,或 者 | 见 式 (5 -4) | 


228 5 = 18 a], i - fa l 2А 1 


(е) ар 2 2B, n, п; (eo ba, р 2В,, n; na 
RP: A, A ИНОНИ, ЯВА АЛАВАР 
明显 ,并且 由 于 о, = ce- ,或 


(д? + 2Д,,А + n. ) (д? + ZAA + ni) -ynin; = 0 
(5 — 50) 


刚 式 (5 -得 ) 可 写 为 
(В.А? + Ër À + о.) (ВА + £; À 十 Q3; ) 一 ai, = 0 


(5 – 51) 
因为 假设 了 系统 (或 者 其 独立 的 子 系统 ) 中 阻尼 很 小 ,所 以 
A, = 013 - Аі, (5-52) 


AP: mi :是 园 $-I4(a) 所 示 系 统 无 阻尼 时 的 自然 频率 ;4, :是 系 
统 各 振动 模 访 的 相对 阻尼 系数 。 将 式 (5 -和 2) 代 人 式 (5 -50) , 略 
去 小 量 AL ,4 А, A124, ,并 考虑 到 上 中 是 无 阻尼 频率 方程 的 解 ， 
因此 


(nj — e )(nj — ө?) — y mn, = 0 (5-53) 
可 以 写 出 关于 A, :的 方程 
(nj -w ) A, + (nj - 9 )A, - (ni - nj - 20 )4 = 0 
(5-54) 


将 式 (5 -53) 中 求 出 的 ә, RAAS – 54), #2 ESA 
(5 -48) ,得 
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A = 

222 ао 

A, 2 Осу * e DA, * (1 * /1 t 004A, 
222 М +0? 


(5-55) 
A, .A; 的 值 确定 了 各 个 共振 模 态 中 的 对 数 豪 减 率 ,=27(A),/ 
a AURRERAN T ш, = о, 724, A Ap Ay ЖІ = Z lg] 
的 关系 如 图 5 – 17 所 示 。 
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5-17 5 -14(а) ЖВНЕ АНЫН E RA A. А, 与 
子 系统 的 阻尼 系数 A, A ПЕНА о 之 间 的 关系 


三 质量 系统 的 重要 特性 是, 当 自然 频率 为 o, 和 w, (产生 弹性 

力 的 槛 态 系 数 》 时 ,两 个 弹性 连接 k. H k. СН SR E Z1 ЈР К, = 
(F,ZF,), К (Е.Е) о 这 些 系 数 主 要 也 是 由 o 确定 的 。 
根据 式 (5 -49} 可 得 
Bolt хіжа knl + Jio 
Ba Šia 2m 
| (5 — 56) 
НЕГ ЧЕН 5 – 18. АЕНА, o dB EINE, 
H T K, >-1( K, « 1) ,所 也 共 振 现 象 只 在 一 个 子 系统 中 产生 。 
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UELLE NEN 


X 
exu = 
sdas 5 cei 
= = 


# SU BUS CURT e 之 间 的 关系 
情况 ,例如 ,为 了 确定 脉冲 激励 的 响应 ,将 式 


(5 -47) 转 换 成 正则 坐标 F, 和 MEX EE EUR (OEC А 


标 ,图 5 - 14(a) 所 示 系 统 的 Lagrange 函数 可 以 写成 


JI 


El 5 -14(a) Вг 


Bi 5-18 


对 于 某 


些 


+1 


"i 


F 


582 


了 


H +> F 


=T – 


L 


j=1,2 


1 : І 。 
= 了 了 Ba 十 >B, F х 


(5-57) 


(t) F;, 


akura € FADE, € Е, 


He 
2 


式 中 :了 是 动能 ;如 是 势能 。 考 虑 到 


(5-58) 


同时 还 考虑 到 在 正则 坐标 中 ,动能 和 势能 都 能 写成 平方 和 的 形式 ， 


由 此 可 得 


Fa = КР, + K,F, 
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ЕО) CF, € È) + F G) (K Ë, +K,F,) (5-59) 


式 中 ， “和 8B 是 在 正则 坐标 中 的 广义 刚度 和 惯性 。 系统 的 La- 
grange 运动 方程 为 


4 a а 
E 


aF ӘР, 


了 


(j = 1,2) (5 - 60) 


由 此 可 得 


В.Р, +a, = FL) + K, F; (0) 
^ (5-61) 
B, P, +а,Ё, = Fr (t) + K, Fi (1) 


由 于 a В, = 64, ~œ” B, = 9 SAC -61) 可 以 改写 为 


l p +Ë = = [F G) + К,Р, (0)] 
t9 ai 
(5 - 62) 


l p ж = [FG + К,Р, (0) 
£05 


т, m к _ ШЕ 
і 


7 ЛТ — — — = 
m, + m, m, + rn, 2 ту + mi) Ca, + m.) K ! 


2 
m,m, кеген (С. түт,т, | т; атыла | 
a — тоту — — аз 
m, + т, ! m, ( m, + т.) т. m, + m, 


m,m 
2 3 
аҙ =—— —— - 


т, + m, m, + m, ? tm, + m,) (m, + m)? 


2 
mam, МІ m m, M ma cd 
mi = — L1 343 02 — -一 一 ”一 
m, + т, 2 rm (m, + m.) m, m, + т, 


(5 - 63) 
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应 用 前 面 确 定 的 相对 阻尼 系数 A, LA, ,可 以 将 式 (5 262) ы 
成 有 阻尼 的 形式 


Е д i | 
DF +2— В +Ë = —[F' (t) + KFLG)] 
al LI Œi 


| š 本 | 
— Ё, +2— F, + È = —[F' (t) + К,Р, (891 
аз аһ) а; 


(5 – 64) 
Канат PR h RR) X EE s SUE. ФЕЈ (5-47) 338 
为 (5 -64) 的 过 程 中 忽略 了 阻尼 耦合 系数 ,该 系数 只 有 当 某 个 子 
系统 中 的 阻尼 在 临界 阻尼 中 占有 很 大 比重 时 , 才 比 较量 著 。 当 F, 


和 F, 确定 后 {如 在 脉冲 激励 的 情况 下 ) ,可 以 根据 式 (5 - 58) 以 图 
解法 或 者 解析 法 求 出 弹性 连接 上 的 实际 作用 力 。 


5.3.2 具有 中 间 质 量 块 的 隔 振 器 


MEME т, 非常 大 (ms 一 上 ) ,质量 т, ЖЖЖ, Б 
么 图 5 -14(a) 中 的 系统 上 ,一 m, 一 Kk 表示 具有 中 间 质 量 块 的 隔 振 
器 ( 双 层 陋 振 器 ) 。 由 于 惯性 力 与 弹性 元 件 k, js 产生 的 振动 相 
互 作用 ,从 而 使 得 隔 振 器 在 高 频 范 围 内 具有 和 更 好 的 隐 振 效果 。 应 
用 式 (5 - 5) 可 以 计算 出 无 阻尼 时 障 振 系 统 的 两 个 自然 频率 


(5 ~ 65) 


式 中 ; n, = (hs Eas) Zm, RR Á m, 固定 时 子 系统 的 自然 频率 ; 
n, = (ТЕ з (ka + Е) ] Am, WE ERR m, = 0 时 单个 子 系统 的 自 
然 频 率 。 在 式 (5 -~- 65) 中 ,自然 频率 o, E. nsn 小 (由 于 存在 负 
号 ) ,而 o, Ша, sm 大 (由 于 存在 正 号 ) 。 
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ЯН САРЫН JL) 为 


uml o2 (5-66 


xz) "Dro mG) +! 
E РН Ж о >> n n, ГА uM (n nu^ )^ o ER JG, TEMA 
ЕТК, ЖІ ЖИЕ 4 QE LIGA ERSUSN ПІ ИК 
隔 振 器 来 说 ,传递 率 只 以 激励 频率 的 2 次 方 下 降 , 参 见 式 (5 -6)、 
式 (5 -8) 和 式 (5 -11)》。 另 一 方 曾 ,在 两 个 自然 频率 mi .ms SER 
有 很 高 的 传递 率 ,而 不 同 于 简单 隔 振 器 只 在 一 个 共振 频率 处 共有 
较 高 的 传递 率 。 因 此 , ЕВЕ оа = k/k, -1 ВСЕ Bo m,/ 
mi) 时 ,频率 比 о, co, 最 小 ( 即 o, 非常 接近 于 o) ,这 是 非常 有 利 
的 。 在 这 种 刚度 比 下 AUS 


w l* yl*B8 (5-67) 
а», JB 
以 及 力 的 传递 率 为 
1 + 6° / т 
Hr = 


BAG -2Af(P «1 а + (28/ m)' (1 - A)? 
24H 


(5 — 68) 


式 中 :4A=(1+B)A2+B),6 为 对 数 误 减 率 (假设 对 E, FI ky MA 
都 是 相等 的 ) ЛАЖ (= o Zn. ЧЕЛ ЖЕН Bx0.5 M UE 


OO £877) «BY _ 4( + ит) 
BO «gm Bar 


或 者 传递 率 和 中 间 质 量 m, 或 反比 。 

RETEA FHAA =0.1;0.2;1.0) 的 小 阻尼 系统 的 传递 
率 曲 线 如 图 5 — 19 所 示 ,在 该 图 中 还 与 传统 的 蜡 振 系统 B =0 进行 
了 比较 1。 虽然 引信 中 间 质 量 块 对 高 频 振动 的 隔离 来 说 ,优点 显 
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m (5-69) 


Жж z dB 


0.1 0.5 1.0 5 10 50 100 
频率 比如 


图 5 - 19 中间 质 量 块 m, 满足 8= m.m, 时 , 单 轴 向 隔 振 系统 的 传递 率 


而 易 见 ,但 要 体现 这 种 优点 ,即使 对 不 太 小 的 质量 来 说 ,也 需要 相 
当 高 的 频率 。 因 此 , 当 有 =0.1 时 ,只 有 当 激 励 频率 大 约 是 普通 隅 
振 系 统 ( 没 有 中 间 质 量 ) 自然 频率 的 10 倍 时 ,其 降低 传递 率 的 优 
点 才 开 始 显 现 出 来 。 这 种 系统 具有 非常 大 实用 价值 ,例如 当 必 须 
在 存在 多 个 高 频 共 振 且 阻尼 较 低 的 非 刚性 基础 上 安装 对 象 (如 机 
器 时 , 便 可 采用 这 种 方法 。 因 此 ,可 以 糙 一 个 小 中 间 质 量 抉 整合 
到 隔 振 器 的 整体 设计 中 ,如 图 5 – 20 所 示 。 这 类 系统 的 另 一 种 应 
用 是 将 被 阳 振 物体 安装 在 惯性 抉 或 者 大 型 安装 结构 上 ,同时 也 可 
能 还 需要 和 其 它 物体 安装 在 一 起 ,在 物体 和 安装 结构 之 间 可 以 应 
用 隔 振 器 ,并 将 惯性 块 当 作 一 个 有 效 中 间 质 量 ,如 图 5-21 所 示 ， 
该 图 表示 将 三 台 柴 油 机 安装 在 一 个 大 的 中 间 质 量 块 上 ” 。 在 这 
“种 情况 下 , 当 频 率 相对 较 低 时 就 能 够 大 幅度 改善 传 通 率 特性 。 

由 于 具有 中 间 质 量 热 的 隔 振 系 统 的 特点 是 能 够 在 高 频 范 围 内 
大 大 降低 传递 率 , 因 此 ,中 间 质 量 必 须 为 刚性 ,而 且 应 在 感 兴趣 的 
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45-20 与 隔 据 嚣 组合 在 一 起 的 中 间 质 量 块 
1 ,4 一 上 下 基础 ;2 一 橡胶 弹性 元 件 ; 3 ФАЛА, 


柴油 机 


Wee 
ж 


45-21 ЖАРЕ h ja] E ag RS S 


DELE Pe E р Ef. WME јн Bt H F q: 279 АВИ ВЕ 
不 够 ,也 会 产生 寄生 谐振 ,从 而 破坏 高 频 范 围 内 的 传递 率 与 mw 成 
反比 的 这 个 规律 。 图 5 -22… 比较 了 普通 “弹簧 -质量 "系统 ( 虚 
线 ) .中 间 质 量 块 为 绝对 刚体 (8 = 0. 2 ) PER S # S ER > ША 
有 两 个 机 座 的 相同 系统 (每 个 机 座 的 质量 т, = 0. 0125m, 刚度 
k, =5k,) (A I ER) 的 传递 率 。 

如 果 将 n P FERRE 而 不 是 只 用 一 个 一 一 通过 弹簧 元 件 连 
Bock CE E BR RO ,那么 将 使 高 频传 递 率 以 1 "下降 ,但 付 
出 的 代价 是 使 共振 频率 增加 到 n+1 个 。 同 时 ,每 增加 一 个 质量 
Ek ,传递 率 迅速 下 降 的 频率 点 将 进一步 变 大 。 在 文献 [8] 中 ,描述 
了 一 种 类 似 的 密级 系统 , 它 用 于 “重力 波 天 线 " 的 隔 振 , 基 频 为 
1100Hz。 在 该 闫 率 处 ,隔离 效果 为 272dB{ 在 1100Hz 时 ,扰动 碱 小 
Т 210^"), 
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01 9.51.0 5 10 50100 400 
频率 比 局 


5-22 系统 的 刚度 特性 对 具有 中 间 质 量 块 的 也 振 系统 的 影响 


54 三 自由 度 (平面 ) 隔 振 系 统 


具有 一 个 对 称 平面 的 隔 振 系统 在 一 般 情 况 下 可 以 由 两 个 方程 

组 来 表示 ,每 个 方程 组 全 有 二 个 二 阶 微分 方程 。 而 最 令 人 感 兴趣 
的 还 是 在 对 称 平面 内 的 振动 , 它 存在 着 两 个 平 动 坐标 和 一 个 转动 
| m 


5.4.1 平面 隔 振 系 统 的 动态 特性 


fü 58 DOSE II ds ИЕ E| 5 — 23 (а) Pr R. HARTE JE EZ RI dh 

2E c3: 25 pt) I| ЕЖЕН НЕН ЖЕРІ ІНІ МІНЕ pf 

以 通过 改变 系统 的 重心 位 置 来 模拟 ,因此 ,该 图 仍 可 以 表示 一 般 情 

况 。 如 果 座 架 团 度 和 它 承 载 的 裁 薪 成 正比 ,为 了 进行 动态 分 析 , 可 

以 认为 该 系统 的 重心 位 于 图 5 -23(8}) 的 中 间 位 置 。 此 系统 的 运 
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95-23 = B HH I BS # St: 

(a) =H B HOP Hp Ж; (b》 当 水 平 激励 力 通过 重心 时 ， 
在 # 方 人 稳 上 产生 的 振动 的 幅 频 特性 ; (с) 当 水 平 滞 励 力 通 过 重心 
时 看 = 方向 上 产生 的 振动 的 幅 频 特性 ;〈9) КЭР SERE D BO 

心 时 在 方向 上 产生 的 振动 的 帆 频 特性 ， 
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| 动 方 程 为 

më %25(%-ая,) + 20,02 - 4) - 2k.a,(8 - B) - 

2e a (B -Bp = Y FAB -2k a, (x -x,) - 
2.4,(5-А) -k (an —a,)(z z) + [26а + 

k Can +а.) 108 - B) + [2e,a; + c (ан + 

a4,)](B - В) = УМ,» > Mm: «2k, (z-z) + 

2,2-2) -klan — a,0 (8 - B) - е.а. ~ a, (B - 
ĒD) = > F, (5 - 70) 


式 中 ， УЕ. X> F, E Jp tE ARRI i) ESO; У M, 是 所 
有 作用 在 被 隔 振 物体 上 的 力 相 对 于 重心 的 力矩 的 和 ; У M 是 作用 


在 被 隔 振 物 体 上 的 外 力矩 和 。 

文献 [9 利用 模拟 计算 机 对 式 (5 -70) 进 行 了 仿真 ,该 仿真 中 
的 被 隔 振 物 体 为 几何 参数 和 惯性 参数 都 为 中 等 (质量 m = 2300kg、 
I, =270kgm ,p =0.343m a; +a, =0.7m、a,=0.75m, 隔 振 器 垂直 
和 水 平方 向 刚 度 比 的 变化 范围 为 9, = АЕ 20.5 - 1.0) RER, 
该 车 床 受 到 的 激励 为 作用 在 重心 位 置 的 水 平 为 , 见 图 5 23 (а). 

| 5-23(b).(c).Cd) 2E BI S S а/а <1.0-2.5,4, =1 

时 ,x,zs、 户 方向 土 的 幅 频 特性 。 对 其 它 不 同 的 wm, 值 , 所 得 到 的 曲 
线 图 不 会 发 生 很 大 的 改变 。 由 仿真 结果 可 以 得 到 如 下 结论 。 

(1) 对 于 给 定 的 a, + o, ,平面 隐 振 系统 的 自然 频率 对 aaa 
的 依赖 性 不 大 ,即便 是 对 明显 不 对 称 的 系统 而 言 ,情况 也 是 如 此 
( 见 图 5 -24)。 自 然 频率 在 很 大 程度 土 由 m. 值 确定 。 因 此 ,不 对 
称 的 平面 隔 振 系 统 的 自然 频率 接近 于 对 称 平面 系统 的 自然 频率 ， 
参见 式 45 -77)。 

(2) 如 果 满 足 对 称 条 件 k. = korta = a, RE k. = k B), 
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2, ѓа =1.Ü0 (对称 情况 ) 


一 一 一 a, 7a,;=1.2 


.---- uu =1.7 


| 
VM 


65-24 自然 频率 和 不 对 称 度 之 间 的 关系 


kaa, = Е.а) ,在 x 方 向 的 激励 力 不 会 激 赵 > 方向 的 振动 。 播 摆 
{ 平 动 - 转动) 振动 存在 项 个 共振 频率 ;和 .fs.。 当 对 称 条 件 不 满 
足 时 ,将 会 在 频率 上 ( 竹 向 自然 频率 ) 处 出 现 第 三 个 播 振 共振 。 更 
F fz E BU E ph BL mw 会 产生 非常 剧 独 的 垂直 振动 (由 水 平 激励 产 
E)o M ka Баа =1,2 时 ,该 垂直 振动 的 大 小 是 播 摆 振 动 最 大 
ЖІБІНІҢ 9 0. 35/6. 7 二 0.05 (В, П Ч Ка к,а, =1.7 BE, 20 
ЛА КЕЕ Н 0. 95/8 — 0. 12 45; H koag kaxa = 2. 5 时 则 
3 1.6/6. 5=0.25 f. Hob, BET kk, =, = ЕЕ, ik 
ЖЕҢЕР ,或 者 基础 存在 一 个 运动 学 激 矶 的 情况 类 候 。 
在 许多 隔 握 应 用 中 ,这 种 在 某 个 方向 上 进行 激励 而 在 与 其 垂直 的 
方向 上 产生 很 大 响应 的 耦合 振动 大 不 期 望 发 生 的 。 例 如 ,在 对 振 
动 敏感 的 精密 设备 进行 隔 振 时 ,使 应 避免 上 述 情况 发 生 。 通 常情 
BL PF ,精密 设备 对 水 平 振动 的 敏感 程度 是 垂直 方 阿 的 2~3 倍 ,而 
地 面 在 答 直 方向 的 振动 幅 能 是 水 平方 向 的 1.3~3.5 f. F T xF 
精密 设备 的 隔 振 通常 涉及 到 共振 区 域 , 所 以 可 以 保守 地 假设 设备 
H T 3 А # 3 Vu 31 ES ES zk I^ Jr i691 ЕЕ БИН ЛУ 1/(3.0) 
(1.5) =0.22 $E А ВИЕ. ЖЕНЕ E (8 іні 2 f Hü (8. 
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后 ,得 出 允许 的 最 大 不 对 称 因 了 于 为 kaasaxfoaos23。 其 它 条 人 特 
下 所 允许 的 林 对 称 因子 可 以 采用 类 似 的 方法 得 到 。 

(3) 系统 在 水 平 激 励 下 的 高 阶 摇摆 模 态 (ji,) 响 应 比 低 阶 摇 
JEE (Z ) 响应 小 1 ~2 个 数量 级 。 当 扭矩 沿 角 坐标 B 作用 时 ， 
相反 的 结论 成 立 。 这 和 文献 [10j] 中 的 结论 是 吻合 的 。 在 文献 
[10] 中 ,主要 对 与 图 5 -23(a) 类 似 的 某 一 种 系统 进行 研究 ,并 
RE E PS SE E xz 方向 的 相对 阻尼 相同 9 (сле), = (се), = 


с/с,,ҢеВ(с,),-2 /%,т,(с,),-2 kms 车 系统 由 机 座 ( 基 
础 的 水 平 振动 位 移 激 励 ,可 以 得 知 , 当 ee =0.01 ~0.1 Ej, Ж 
统 在 第 二 阶 播 摆 据 动 自 然 频率 处 的 传递 率 比 第 一 阶 ( 低 阶 } 播 摆 
振动 自然 频率 处 的 传递 率 大 约 小 90 旬 。 当 阻尼 更 大 时 (execo > 
0.15) ,在 较 大 自然 频率 拨 处 的 共振 现象 根本 不 明显 。 当 对 象 亚 
由 旋转 力 矢量 激励 时 (不 平衡 转子 ) ,结果 表明 ,阻尼 为 零 时 ,在 
自然 频率 雇 . 处 共振 峰 的 宽度 比 自 然 频 率 f 处 小 90% -92%, 
甚至 当 阻尼 为 零 时 ,发 生 高 后 共 据 的 概率 也 很 小 ,因为 它 对 激励 
频率 的 微小 变化 非常 敏感 ,所 以 引入 较 小 的 阻尼 就 能 够 消除 共 
m. 


5.4.2 平面 隔 振 系 统 的 自然 频率 


自然 频率 是 隔 振 系 统 非常 重要 的 特性 。 在 许多 情况 下 , 当 激 
励 的 主要 频谱 成 分 已 知 时 ,自然 频率 便 能 充分 反映 系统 的 重要 信 
息 。 前 面 的 研究 表明 , 非 对 称 平面 隔 振 系统 的 自然 频率 非常 接近 
子 对 称 系统 的 自然 频率 。 因 此 , 对称 系统 自然 频率 的 计算 非常 
重要 。 

如 图 5 -23(a) 所 示 的 平面 对 称 隔 振 系统 在 a, = as = a, 时 ， 
具有 三 个 自然 频率 ,包括 垂 向 自然 频率 上 ,以 及 古 合 播 探 振动 { 平 
动 方 向 和 转动 方向 ) 的 两 个 自然 频率 fono BRC -23) 很 容易 
确定 垂 向 自然 频率 。 

三 合 播 摆 振动 的 自然 频率 与 垂直 自然 频率 之 比 为 

18; 


AP: p, = WT,/m 是 被 隔 振 物体 绒 y 轴 的 惯性 半径 。 

耦合 摇摆 振动 (如 * -8) 可 以 分 解 为 水 平方 向 的 平 动 以 及 颖 
过 重心 的 y 轴 的 转动 。 当 力 F, 作用 在 图 5 -25 所 示 的 系统 上 时 ， 
运动 的 幅 值 表示 为 


а, а ға, f 
(7s t7 кес! БЕРІ 
тар, D, Tp: J: 


F, 
Sap аара | 
а (а) + 5 
f. VT. mu, p. n» 
ef ° а, е 
F А И ) 
-py ОА, AP | (5 -73) 
° — 4p,k, f^ 2 2. p a? 
HS NERC 
f, T. m, pf, TU 


ЖЫ, ЗЕ EE iE SJ AB, n] [IS ЖАЛ; ІК) ІЙ Ж 
表示 。 

对 水 平 激 励 力 而 言 , 从 重心 到 摇 振 振动 中 心 o 的 有 距离 (图 
5 -25) RU 


L => — —— (5 - 74) 


式 中 :e 是 从 水 平 力作 用 线 到 重心 的 距离 ;f 是 激励 频率 。 因 此 , 旋 
转 中 心 的 位 置 取 决 于 被 隔 振 物体 的 惯性 特征 和 帮 何 形状 ,以 及 激 
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45-25 Note to PER SS ЖЫ Tl b 25 fe dis oh 
励 力 的 作用 位 置 和 频率 大 小 。 当 旋转 轴 位 于 重心 之 上 时 ,距离 1 
为 负 , 反 之 为 正 。 

在 许多 情况 下 ,只 有 最 小 的 自然 频率 /, 才 非常 重要 。 磋 较 高 
自然 频率 所 .处 的 振动 通常 并 不 十 分 明显 ,同时 ,由 于 该 自然 频率 
JE 9€ 85 fu = (2.5 一 5)f ,所 以 令 式 (5 -74) 中 e=0J=_f 可 以 得 
知 该 频率 的 摇摆 振动 中 心 非常 接近 于 重心 。 因 此 ,该 频率 处 的 振 
动 具有 准 角 振 动 的 特征 ,并且 很 难 由 动态 力 或 者 由 机 座 的 平 动 激 
起 。 得 它们 可 以 被 扭矩 所 激发 。 当 e =0, 自 然 频率 为 上 Ы 
动 角 度 可 以 当 作 图 5 -23(a) RE 5 -25 中 系统 的 正则 坐标 。 

在 典型 的 机 器 设备 中 ,考虑 到 质量 分 布 的 一 般 趋 势 以 及 av 
a, ХАС ,可 以 采用 下 式 来 估计 在 两 个 垂直 坐标 平面 内 较 小 的 
ЕА 


fa] = f. (5 — 75) 


当 参 数 在 0. 25m, , 4 ЦМ Oi a, Za, m 1 范围 内 变化 时 ,该 
表达 式 计算 所 得 到 的 结果 误差 不 超过 5 免 ~ 10% 。 该 表达 式 最 重要 
的 特点 是 低频 播 摆 模 态 的 自然 频率 在 第 一 次 近似 后 不 明显 依赖 于 
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T8 I Ha БАИ НЕКЕ ERIT HEBES ROUES GEHE EN 
ЖЕ TARARE, ATELA A BERE ДЕ. 
а) = const , X] FE bA 4 E53 EE ИВ Жа, = const 时 ,可 以 用 该 
表达 式 进 行 计 算 。 对 特征 的 应 用 而 言 , 若 给 定 所 要 求 的 自然 频率 ， 
则 可 以 应 用 式 (5 - 75) 38 3E HERE EH B de ЕТ E RT ВЕ E 
0. 9 a 4: 
Ter T ae fi (=) (5-76) 
应 用 由 Banakh ЕҢ B] — R2 77 2: , ГАН P AE ЖМ 
称 性 对 低频 摇摆 振动 自然 频率 的 影响 


Е -(%) rei e= 


үй asym Í. вуш 
f. 2 
MESE 


2a. 一 一 er 


r вуш 


? 2 p, 
(5-77) 
类 很 地 ,也 可 以 写 出 的 表达 式 , 其 中 下 标 sym 表示 对 称 系 

统 asym 表示 不 对 称 系 统 。 图 5 -23(b) 昨 应 用 式 ($ -77) 对 上 述 

情况 进行 分 析 得 出 的 结果 ,其 中 ала 21.7, m, = 3,4 fuu = 

0.35 时 ,得 到 es 迪 0.006 ,因此 证 实 了 53.4.1 节 中 所 得 到 的 结论 。 
如 果 卫 振 系 统 具 有 一 个 垂直 对 称 平 面 , 它 可 以 分 解 为 对 称 平 

BA B F- IB] A T ИЕ .与 对 称 平面 王 直 的 平面 内 的 耦 台 播 摆 振 动 

系统 (平移 振动 和 角 振 动 ) ,以 及 基于 垂直 辅 的 扭转 振动 系统 。 
nte d ah Bg D ERAS RT ELIB xt 4r). E YE Bà B R SE SK x] ( P 

5-26), ЖБ ЯН МІНЕ 为 


M. 4P d, + а? Р,. , 2 2 
Е, y ә =4 ta, tay) = 4dk(a; + al) 
а: + a 
(5 – 78) 
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5-26 辐 振 系统 的 平面 图 


AP: =, =k, 是 隔 振 器 在 水 平方 向 上 的 刚度 。 假 定 隔 振 器 关 
于 = 轴 对 称 ,被 给 隔 振 物体 关于 z 轴 的 惯性 乍 是 


І, = Мр? = M ac (4; + 4а?) = M Lai + а) 


(5-79) 
由 此 可 知 自然 频率 是 


еза) + а,) s E 
f, = — = 
лг zG + a.) ELI 


1 Ak, [5 5 

TIN. sm 
AP: =k kiyo 
5.4.3 隔 振 器 倾斜 放置 的 平面 隔 振 系统 


在 许多 隔 所 系统 中 ,平移 振动 和 角 振 动 ( 绕 垂 直 的 两 条 水 平 

轴 ) 之 间 的 耦 含 通常 是 不 期 望 出 现 的 ,而 且 还 必须 采取 一 些 措 施 

使 相应 的 自然 频率 能 独立 变化 ,从 而 使 它们 相互 接近 。 对 于 具有 

一 个 对 称 平面 的 系统 而 言 , 可 s s N 
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ПРУЖА ЕНЕ А ВУ, ЖАП, ЕЖ АНТИ ЧИН. Un, 
ALAS 2X atr S: br UE Е О 14 BE REGEL SES FEL ЫНЫ РНН 
Rd E ОЗЕН ТЕТЕ ЕЖ. HER FR Fh Jr tk Eb A 
f Sk É$ ЗЕ PI HE dif (БАЗЕ ШЕНІ) ,如 图 5 -27 Bros 7. BU 
Ш ТЕНЕТ F ,坐标 之 则 的 耦合 是 有 益 的 。 例 如 , 空 
气 弹 往 在 * 方 向上 具有 很 大 的 阻尼 ,但 在 x、y 方向 上 的 阻尼 较 小 。 
在 这 种 情况 下 ,垂直 振动 和 播 摆 振 动 之 间 的 耦合 可 以 将 一 些 阻 尼 
传递 给 摇摆 振 动 模 态 。 


图 5-27 МЕНМЕН ЕН RR = St 


在 图 5 -27 中 ,坐标 系 的 原点 和 "刚度 中 心 " 重 合 ( 有 时 也 称 
为 振动 中 心 或 者 弹性 中 心 ) 。 了 刚度 中 心 是 指 当 力 通 过 该 点 时 ,使 
被 三 振 物 体 仅 仅 产 生平 动 , 而 不 产生 任何 角 位 移 。 绕 刚度 中 心 的 
力矩 仅仅 使 对 象 产 生 转 动 ,而 不 产生 平 动 。 了 柄 插 器 的 主 樟 性 轴 p. 
q 相对 于 坐标 轴 他 “ 斜 的 角度 为 由, 隔 振 器 在 p.9 方 向 上 的 刚度 分 别 
H k ko 

在 图 5-27 rH, ЖЕНИ ИК E B3 73 M = Minot, A 
AELE х 方向 上 的 位 移 是 xcee =x- 明 , 相 应 的 加 速度 为 二 ee = 


š - eB IE GAHE) 中 心 的 平 动 位 移 仅仅 产生 弹性 平移 力 kx, 角 
位 移 B 仅仅 产生 弹性 力 短 Bs。 因此 ,运动 方程 为 
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m(X€ - еВ) --іх 


(5-81) 
mp. B -me X = — k,B + M sinot 


AP: p. = Vp, te 是 质量 m DUE š FErh В ЕРЕ ЯР, k, ko 
4 9 Н DR AS ВУЗЕ 50 M| BE ЯП fi BL HE Le 是 重心 和 弹性 中 心 之 间 的 


ШЕ. 
在 稳定 的 简 谐 振动 区 域 ,由 式 (5 -81) 所 得 到 的 振幅 是 
a - Me 
° m[p (o - o; (аг —-m) – еа? ] 
(5-82) 
Bd ~ М.(о? - өр) 


тірі (ог — os) (о — wi) — ве] 

RP: о, = YF/m、ws = тр E RA ВИК, fo dei 
振动 的 实际 自然 频率 ws 可 以 通过 令 式 (5 -82) 的 分 母 为 零 求 解 
得 到 。 - 


Ф 


| 6A; t DAD - 4a; |1 A | 


1 - (2) | 


(5-83) 
AP: À, 是 无 量 纲 系 数 
а, |% 
p. N Ё. 
À, = (5 - 84) 


当 角 度 值 为 由 时 ,刚度 中 心 和 重心 重合 (es =0) ,这 可 以 通过 假设 
被 隔 振 物体 在 * 方向 产生 了 很 小 水 平 位 移 Axr, 并 关于 y 了 轴 ( 它 和 
图 5 -27 中 的 平面 垂直 ) 的 弹性 力矩 为 零 得 到 ,此 时 有 


- 4а,5, (Ах) віпфсовф + 4a,k (Ах) віпфсозф + 
Aak,( Ax) cos + 4ak (Ах)віп ф = 0 (5 — 86) 
这 个 条 人 忻 对 应 于 将 耦合 的 播 摆 振动 (水 平 - ШУМЕН, ІК 
Ву, ЧИТЕ x 方向 上 产生 位 移 时 ,作用 在 对 象 土 的 弹性 合力 通过 


重心 。 同 时 ,使 对 象 产生 旋转 运动 的 弹性 合力 为 绕 重 心 的 力矩 。 
因此 ,由 45 -86) 可 以 得 到 解 耦 条 件 为 


ы 18 


时 


t cote 
= 一  — (5-87) 


p x 


8 L8 


е 


- tang 


A | 


该 条 件 如 图 5 - 28 Ит, 。 当 该 条 件 得 到 满足 时 ,平移 振动 的 自 
然 频 率 为 


(a = ©, (5-88) 
角 振 动 的 自然 频率 为 


(Das = «LÀ, = Фа = — 


ЖЕҢ КЕНІНДЕ, БЕЛ О 4 В 
振 物 性 选择 倾斜 角 ,除非 制造 商 已 经 给 出 了 其 规模 生产 的 产品 所 
需 的 倾斜 角 ,如 汽车 的 发 动机 。 同 时 ,如 果 物 体 的 质量 分 布 会 发 生 
变化 ,例如 汽车 发 动机 中 存在 运动 部 件 或 者 某 些 重 量 能 变化 的 附 
件 等 ,这 种 几何 解 碍 方法 不 能 够 实现 完全 解 耦 。 如 果 物 体 的 振动 
是 由 重型 运动 质量 块 停止 / 反 向 运动 而 产生 的 ,那么 只 有 当 所 有 动 
和 态 力 的 合力 通过 重心 时 ,才能 够 实现 完全 解 耦 。 否 则 ,动态 作用 力 
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5-28 BRRIP EIS Иа 25 A A h 
可 以 堵 作 大 由 通过 重心 的 力 以 及 绕 重 心 的 力 短 组 成 ,因而 同时 避 
致 了 平移 振动 和 角 振 动 。 这 种 效应 可 以 称 为 “激励 力 斐 合 ”。 


5.4.4 会 聚 式 等 频 系 统 


对 隔 振 器 倾斜 放置 的 平面 陋 振 系统 而 言 , 一 种 有 趣 的 改进 系 
统 是 “会 聚 式 等 频 系 统 ”” 。 该 系统 如 图 5 -29 所 示 , 它 共有 6 个 
HORS BU 482 ,每 个 模 态 具有 相同 的 频率 ,这 对 汽车 发 动机 的 县 
挂 装 置 是非 常 有 利和 的 。 会 聚 式 环 状 隔 振 系统 将 三 个 或 者 更 多 隔 振 
器 “ 座 架 布置 在 一 个 规则 多 边 形 的 各 个 项 点 上 ,该 多 边 形 内 接 于 一 
个 半 征 为 r 且 平行 于 ХОУ 平面 的 阅 ( 虚 线 表 示 ) ,圆心 在 2 轴 上 的 
кіс Rb. Ж ИЗЕН ERRE s,s,,，… 相 诡 于 Z 轴 上 的 点 4, 并 
HR X - Y YF BL BJ БЕ Ж p AERE х... УАУ. 
KE SE (E dE x,y,z 方向 的 主 刚 诬 系 数 分 别 为 上 .,,,k,。 坐 标 系 的 
原点 O 和 被 隔 振 物体 的 重心 重合 。 人 角度 0 是 指 重心 和 座 架 安装 
点 之 间 的 连 线 与 了 所 有 座 架 所 在 平面 之 间 的 夹 角 。 如 有 果 下 面 的 方程 
得 到 满足 ,平面 (三 自由 度 ) 系 统 将 被 解 耦 
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图 5-29 сЕХБЫЖРМІ ЯС 


(k,cos d + зіп 由) tang = (Ё, - Е,) віпфсовф (5 - 90) 
对 图 5 -29 中 的 6 B H BE S SEE fW BJ 22 K 
(k,cos'd + k ніп ф + k )tanB = (k, — k, ) вінфсозф 
(5-91) 
如 果 8, = (k, - k,)/2k, ,8,, = k, /k, ЯВА (5 91) ТИІ 
[cos + 28,(1 +j, )Z(1 + 8,, ~ 28,) Папӣ = віпфсовф 
(5-92) 


XX C5 - 92) BS A PF RT DLL IE E RE ZT OE NS IB LIB DS T TE Pr ЛБ 
L 5: 30 AB 25 B5) FARE Д — rH 25 083 ЯВ И HE 0390] ET 98 ДЕНІ 
方程 为 


cos$ = 2(1-6,31 %85,/3(1 +ë, +28,) (5-93) 
(14 8, —485,8,)/(1 + 8, ~ 28,) — cos = tan8sinócos$ 


(5 – 94) 
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对 于 平移 振动 自然 频率 和 角 振动 自然 频率 相 滞 的 系统 来 说 ,需要 
满足 的 方程 为 
p 38, cos B 28 


RR ы 5-95 
Rš 148, 1 +28, ) 


AF: p 25 tk Pain [K (A 325 SL ) 80 ЕЖ 46 LR DEI FEAR 
心 之 间 的 距离 。 解 式 (5 -92) ~ 式 (5 -95) ,可 以 求 出 所 需要 的 座 
可 参数 ,从 而 保证 当 被 隔 振 物体 绕 所 有 惯性 主轴 的 惯性 给 都 相册 
时 ,系统 具有 6 个 相等 自然 频率 。 如 果 被 隔 振 物 栖 对 于 不 同 的 轴 
具有 不 出 的 惯性 纸 ,那么 自然 频率 就 不 会 相同 ,但 仍然 保持 在 一 个 
相对 较 罕 的 频率 范围 和 内。 如 果 和 系统 在 不 同方 向 上 的 角 蜀 度 相 同 
时 ,该 范围 可 以 通过 下 式 进 行 估计 

d ea LL. 

T cu (5-96) 
式 中 ;也 , ,记分 别 为 最 大 和 最 小 的 自然 频率 ;了 ,16 分 别 为 最 大 
和 最 小 的 主 惯性 甜 。 

由 于 该 系统 将 座 架 倾斜 放置 ,所 以 垂直 作用 在 物体 上 的 力 在 

支承 结 枸 上 产生 横向 反作用 力 。 图 5 -30 中 的 系数 无 即 为 横向 反 
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作用 力 和 委 直 作用 力 之 比 。 宰 向 反作用 力 必 须 通过 增 胡 支承 结构 
的 刚度 (例如 在 汽车 上 安装 支架 } 加 以 克服 。 每 个 座 染 的 轴 问 刚 
HE k, 基 报 据 所 需 的 自然 频率 (对 6 + Te S BRE II ы), 来 进行 选 
择 的 

| 
4 mwI+26》 


AP: малеин, N 是 座 架 的 数量 。 


Е 


(5-97) 


5.5 随机 激励 下 的 隔 振 系统 


5.51 ЖМ 


对 于 随机 振动 激励 来 说 ,振动 过 程 中 系统 参数 一 一 如 位 移 、 速 
度 和 加 速度 一 一 的 大 小 在 每 一 时 刻 都 是 不 可 预测 的 。 例 如 , 当 汽 
车 在 崎 虹 不 平 的 公路 上 行使 时 , 雪 暑 气 式 飞 机 或 火箭 发 动机 在 室 
气动 力 过 程 发 生变 化 时 ,或 者 当 工 厂 地 而 上 安装 的 不 同 骨 工 设 备 
共同 工作 时 ,都 会 产生 跑 机 振动 。 单 独 某 一 次 随机 振动 的 时 间 历 
程 是 不 可 预测 的 ,然而 ,如果 在 相同 的 条 件 下 ,这 个 过 程 重复 出 现 ， 
则 可 以 预测 该 过 程 中 其 一 参数 值 在 某 一 范围 内 出 现 的 概率 。 图 
s-31 给 出 了 随机 振动 过 程 的 几 个 实例 。 对 于 每 个 实例 来 说 , 己 
时 刻 振动 的 大 小 为 各 不 相同 的 随机 值 , 图 5-31 ЖЖШИІНІН ЭЖ 
描绘 了 产生 随机 振动 的 振 源 {如 路 而 或 发 动机 推力 的 变化 )。 隔 
振 系 统 通常 与 机 械 结 构 相 连 ,包括 支承 结构 (基础 ) 和 被 隔 振 物体 
在 内 。 它 们 可 以 当 作 多 自由 度 动 态 系统 ,其 作用 与 滤波 器 类 似 , 从 
而 下 以 增强 或 者 抑制 随机 激励 中 的 某 些 成 分 。 随 机 振动 过 程 的 频 
谱 成 分 具有 很 明显 的 特征 ,它们 的 幅 值 和 相位 会 像 随 机 变量 那样 
变化 。 图 5 -32 所 示 妈 为 这 种 经 过 滤波 了 的 随机 振动 过 程 ,该 图 
描绘 的 是 推土机 悬挂 系统 上 的 动态 载荷 ,显然 ,其 优势 频率 约 为 
7HBz。 这 种 过 程 可 以 者 作 是 窄带 随机 振动 和 不 太 强 的 宽带 随机 振 
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图 5-32 ЖЯ СЕЕ ЕЖА 
HARS. ЖЫ, ВЕЕ ЕЛ ЕКІДЕН. 
在 每 个 频率 w = o, 处 ,随机 振动 的 特征 可 以 通过 功率 谱 审 度 
( PSD) S( o ) 3E RES 


Sta) = lim eom (5 – 98) 
AFP: 随机 变量 x 的 均 方 值 为 
x! = са еса = C + > ІСІ" (5-99) 


AP: 27 是 变量 的 长 度 ( 持续 时 间 );C。 是 随机 过 程 的 情 里 叶 绥 
数 分 解 中 第 п 个 频谱 成 分 的 幅 值 。 随 机 消 数 的 均 方 值 也 可 以 用 
Stw,) 来 表示 


anm f SCo)do (5 - 100) 


AP: 5(w,) 的 大 小 通常 由 加 速度 值 来 确定 ,单位 为 g/Hz, 或 者 为 
gHz。S(w,) 的 包 络 线 可 用 于 对 关键 设备 在 随机 激励 下 的 性 能 
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进行 测试 。 当 So) 在 宽频 范围 内 为 常数 时 ,在 此 范围 内 的 随机 
过 程 被 称 为 “月 噪声 ”。 文 献 [14] 中 给 出 了 一 些 测试 规范 。 例 如 ， 
对 军 四 计算 机 积 灵 葡 仪 器 而 言 , 需 要 在 频率 范围 为 10Hz ~ 2000Hz., 


5(ө,) =0. 1g / Hz EJ Jr iB fi 39 /x =14g) 的 条 件 于 进行 测试 。 

对 精密 设备 和 振动 敏感 仪器 的 陋 振 而 言 ,通常 不 直接 对 
Slo 进行 规定 。 较 为 方便 的 方法 是 给 定安 装 设备 的 地 而 所 产生 
的 最 大 位 移 的 包 络 线 ,或 者 给 定安 装 精密 设备 的 不 同 建筑 物 的 地 
而 振动 速度 的 包 络 线 。 


5.5.2 随机 振动 在 动态 系统 中 的 传播 


对 随机 输入 来 说 , 隔 捧 有 效 性 的 评判 标准 是 当 输 入 的 随机 振 
动 处 于 规定 的 5S(w,) 包 络 线 内 时 ,被 隔 振 对 象 加 速度 功率 谱 的 均 
HEETE., ARATE RRR OFEA) ,将 导 
Si De as r E BECK IPIE TEE , ЛА ПРВИ B8 3e ЖІК fu 35 85 DI , Br A 
Каз САЗ P Pa НЕ Jy SE Si ER b|, Br Yt PE BJ fu 85 ЕК 22 e Ba 
振 物 体 封装 条 忻 的 限制 。 

对 于 任意 激励 x (CO ,车 作用 时 间 从 t= -wm 开始 ,无 论 是 确定 
性 系统 还 是 随机 系统 ,其 输出 y(t) 可 以 用 Duhamel 积分 来 
XUI 


уа) - f DRG _z)dr= NIC - £)h(£) d£ 
(5 - 101) 


式 中 ; h(i) 是 系统 在 delia 函数 脉冲 (6 作用 于 的 响应 ,或 者 叫做 
脉冲 响应 函数 。 当 输入 为 简 谐 激励 x =xoe™ 时 ,有 


y) = f xet heo ате (әуе (т) ат = НСо) це“ 
u ü 


(5 - 102) 


AP: HCo) ZÉ RÉSEAU Ж 
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a oy NOTE (5 ~ 103) 


内 此 ҮЛЕК SM Waj pie ul LI 38 8 Bh 38 Ш Pra € LR 
特征 的 传递 函数 而 得 到 。 当 Tt <0 В, А (т) =0, 因 此 式 (5 - 103) 
的 积分 下 限 可 以 用 — о 来 代替 ,而 不 会 改变 结果 。 和 这 表明 HG) 
КУНЯ ЛЕ AR А (т) ВН E A 

如 果 输 入 具有 丰富 的 频谱 成 分 ,例如 , 它 基 一 个 随机 过 程 , 那 
4, , 它 可 以 分 解 为 傅 里 时 级 数 。 一 般 情况 下 , 它 可 以 用 傅 蜂 寺 积分 
来 表示 


Boy Í «(гуе а (5 - 104) 
ШІЕСЕЕЛЕЗЕЛЕУЕ СЫН ЛЕВА E (8 gl 
xy ға = | sOOet4o (5 — 105) 


其 特征 由 5(ө), ЖАН, SE E Pe РИЗА XJ MI pE HE CS H (ES) 的 
Ij ut SP: HE op Ja. 
Slo) = S(a), | Нб) I? (5 — 106) 


且 输 出 信号 的 均 方 信 可 以 通过 输入 信号 的 均 方 值 来 表示 
y = [| 50а) „ао = | SGo), l Hlo) 18а 


(5 - 107) 


因此 НЕЕ PSD ЖЫ ЖЕТЕ АЖ BJ JE IER: , FB. X: BN 
率 进 行 积分 , 便 可 以 得 到 用 以 描述 系统 输出 信 导 统计 特征 的 均 
ЖЕ. 

当 系 统 受 到 基础 的 加 速度 激励 时 ,被 隔 振 物体 积 基 础 之 间 相 
对 位 移 的 PSD 为 


56), = EM Halio) 12800), (5 - 108) 
tu 
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在 实际 隔 振 系 统 中 Da MI 4-18-21 22-5 Lx 
到 随机 或 者 类 似 随 机 激励 的 影响 。 嫩 如 ,火箭 推进 的 宇宙 飞船 条 
РЭВ pug E НУР ЫМ, LI НЕР 2 S MRI EU 
жін, ХЫ SOLIS ГЕ St 5 ОН IRR DARE 
DE 1 = FH 3) 8 E ИАТА ЛН 98 P 1F: XJ 38 Н Ў ВА Ж 
统 。 在 某 些 情况 下 ,5ë 8 59 B Wa БЕ КЕНЕЛЕ, ur rh (aj 
ЕАР, 正确 理解 隔离 系统 中 不 辣子 系统 怎样 对 外 部 随机 激励 
进行 “滤波 "是 非常 重要 和 的 。 如 果 输 入 信号 是 随机 信和 号 和 且 不 可 预 
BE ,那么 ,通过 一 个 合适 的 小 阻尼 单 自由 上 度 隅 振 系 统 后 ,系统 的 啊 
应 将 具有 窑 带 形状 ,如 图 5 -32 或 图 5 -33 所 示 。 


3 Am. 
Ln 

1 

1 


О Іт 
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5-33 ВЗА ЖЕТА ААЙ Н 

5 -34 比较 了 随机 输入 信号 (振动 位 称 S(o) = S, ) 和 输出 
信号 (振动 位 称 S. БІНЕН S ) 的 功率 谱 密 庶 函数 。 输 出 信 导 
是 被 小 阻尼 单 自由 度 隅 振 系 统 滤波 后 的 结果 ,因此 ,只 在 频带 o, 
tío, 内 才 有 大 量 的 振动 能 量 通 过 ,在 该 共振 区 内 ,系统 的 自然 频 
XN o, ,阻尼 比 为 Z。 输 出 信号 类 似 于 一 个 频率 为 о, W Dë BS hj 
间 随 机 变化 的 正弦 信和 号。 高 阻尼 动态 系统 的 振动 能 量 可 以 在 喜 宽 
的 频带 通过 ,但 其 共振 幅 值 要 小 得 和 多。 对 多 自由 谭 陋 振 系 统 而 言 ， 
安装 在 振动 机 座 上 的 物体 将 际 县 几 个 频率 大 小 等 于 上 自然 颖 率 的 信 
导 的 激励 。 理 解 这 一 点 对 于 评 怖 随机 激励 在 县 有 几 个 强 耦 合子 系 
统 的 隔 振 系 统 中 的 忧 播 非常 重要 。 
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图 5-34 HE H BE SE Bol ELE yi fr Ж QE ph ñi E ТЕЛІ 
Sa HERRED; 5,58 Hi fahr ИВО PSD, 5,18 u ie 2 Ж BE BJ PSD。 


ЖЕНА ICI rH 2 E AB 2:1 0 Г УА ВЧ < IN TE: 
息 对 隔 振 系 统 的 设计 和 装配 其 有 非常 重要 的 意义 。 对 小 阻尼 系统 
ПР (¿< 1) ,相对 位 移 的 均 方 值 是 
т 56), 


xh = Sw} [ р.а 1де = 42 a (5 - 109) 


5.6 脉冲 激励 作用 下 的 隔 振 系统 


无 论 上 脉冲 激励 是 由 被 也 振 物 林产 生还 是 从 基础 /机 座 传递 而 
来 ,评估 隔 振 系统 在 该 脉冲 激励 下 的 响应 ,对 设计 有 效 的 隔 振 系统 
将 起 刘 非 常 重要 的 作用 。 在 很 多 精 识 下 ,脉冲 激励 比 稳 态 振动 危 
害 更 太 。 然 而 ,因为 必须 同时 考虑 系统 的 受过 振动 和 由 瞬时 脉冲 
激发 的 自由 振动 ,所 以 进行 这 种 评估 通常 是 非常 困难 的 。 虽 然 可 
以 计算 出 某 些 特殊 情况 下 系统 的 只 应 ,但 仍然 希望 能 够 提出 脉冲 
激励 下 隔 振 系 统 设计 的 一 般 标准 ,以 及 快速 设计 的 第 一 次 近似 方 
法 。 冲 击 谱 法 和 响应 谱 法 便 能 很 好 地 胜任 该 项 任务 '"" 。 
响应 谱 是 指 用 图 形 来 表示 系统 响应 过 程 中 所 选 参 数 和 激励 过 
程 中 基 个 参数 的 关系 。 溃 击 谱 表示 响应 中 所 选 参 数 的 峰值 和 脉冲 
激励 中 所 选 参 数 的 峰值 之 比 。 它 们 都 表示 为 某 一 个 无 量 纲 参数 的 
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Ва, В л, ЖЕНТ ,这 个 无 莉 岗 参数 是 
脉冲 时 间 和 和 率 统 响应 的 自然 周期 之 比 。 显 然 ,该 定义 表明 响应 谱 
和 冲击 谱 并 非 振动 理论 上 定义 的 频谱 。 然 而 ,由 于 习惯 的 原因 ,这 
些 术语 在 文献 中 被 广泛 使 用 。 

图 5 -35 ӘҢ T EJE pk ah SE IE 52 Rc uh IE 2 B zh ей ЖІК 
冲 , 以 及 在 这 些 脉冲 作用 下 ,不 同 脉冲 持续 时 间 = 与 自然 局 斯 
T, =1 人 之 比 时 的 响应 星 线 后 。 相 对 值 ог) ле, 为 无 量 网 时 间 
1 的 函数 ,其 中 v(t) 是 被 隔 振 物体 响应 的 瞬时 值 ,&, 为 作用 在 基 
础 上 的 脉冲 的 最 大 高 度 ,t 是 脉冲 持续 时 间 )。 图 5 -36 给 出 了 隔 
ЗЕТЕ ЇН ВА ЈЕ (ВАЛЕ С) Н A = 0,76, RI z ZT, 之 间 的 函 
数 关 系 , 其 中 四 是 响应 的 最 大 值 。 图 5 -36(a)、(b)、{c)、(d) 分 
别 给 出 了 和 矩形 脉冲 ЖІК IE Bc Ж “ӘНЕ” BC CR PS n 
击 谱 D5?1。 图 5 -36{e)'”1 给 出 了 单 自 由 上 度 系统 在 塞 减 正 束 脉冲 作 
用 下 的 冲击 谱 。 图 5 -37!3! 所 示 为 在 正 矢 脉 溃 激励 下 ,基础 和 被 


' eu (23 D 2 D 62 
o ыи (2 69 62 (2) 52 
| 
1s. i: ) d 4/79 Ж ui © 


E 5-25 Ja] bk nF S E 3 PF F 3 EI H HE АВЕ DIRE 
(а) ЖЕЙК: (b) SEIESE RE PB; Cc) IE Dk wF. 


s 


n 
т 
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0 0.5 1.0 .5 2.0 2,5 3.0 3.5 
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15-36 ЕННЕЖФЛЯ ЧЕК 
激励 作用 下 绝对 响应 的 冲击 谱 
(а) ЖЕН; (h> МЕН; (c) ERA: 
(d) РЕК: (е) EMERE. 
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隔 振 物体 之 间 的 相对 振动 的 冲击 谱 
A, =l 060) -¿(D 1.76, (5 ~ 110) 


RE gA. 应 该 表示 相同 的 动态 系统 参数 ,例如 ,如 果 上 表示 图 
5 -2(a) 中 基础 m, 的 位 移 脉冲 ,那么 " 就 是 质量 m 的 强迫 振动 位 
移 ; 和 或 者 如 果 二 是 作用 在 质量 严 上 的 脉冲 力 , 那 么 是 传递 到 基础 
т, 上 的 力 。 

图 5 -35 和 图 5 - 36 中 的 曲线 都 是 假设 m, = о 而 得 出 的 ,如 
Ж PER NE SA PADRES na A 项 要 进行 修正 。 溃 击 谱 的 修正 
值 为 


A, = A (5 - 111) 


1 5-37 IEXBKMÍEIHF # š 
P= #E НАН uhi B ^ ah EU 


5-35 表明 , 当 z ZT, = 0. 5 时 ,系统 响应 的 最 大 幅 值 出 现 

在 脉冲 结束 之 后 ,而 如 果 脉 冲 持续 时 间 较 长 ,那么 它 将 在 脉冲 持续 
时 间 内 发 生 。 对 于 隔 振 系统 的 设计 来 说 一 个 非常 重要 的 性 质 是 : 

在 第 一 次 近似 中 ,各 种 不 同 脉 冲 激励 下 响应 时 间 历 程 的 第 一 部 分 
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(强度 最 大 的 部 分 ) 都 与 正 失 脉冲 信号 的 形状 类 似 , 特 别 是 当 
т, < 世 时。 该 “响应 "脉冲 的 持续 时 间 可 以 由 图 5 -38 确定 ”。 
由 于 通常 情况 下 只 对 响应 的 峰值 以 及 第 一 个 脉冲 的 形状 和 持续 时 
癌 感 兴趣 ,因此 ,上 述 近 但 方法 在 评 个 脉 羡 在 隔 振 系统 中 的 传播 情 
况 时 非常 有 用 。 通 过 计算 脉冲 激励 联 数 的 频谱 成 分 ,并 且 应 用 式 
(5 -101) 可 以 得 到 更 加 准确 的 分 析 结 果 。 


rT, 


5-38 БІ ЕЯПЕХЖЭМЕНІ F RRE Ж z.) 
系统 产生 的 正 矢 响应 { 持续 时 间 为 *. )( 近 似 值 ) 
对 无 阻尼 系统 而 言 , 半 正 荡 脉 冲 (4,) 和正 矢 脉冲 (42:) 的 冲击 
谱 可 以 表示 为 如 下 解析 形式 "” 
(Ғ,/т,) (Cos cz, / T, ) sin 7 z,/T, 
(Nn) -1 — | L= (eT 
(5 - 112) 
当 Т, ВЕСИТ НИЯ ҒА ЖЕНА), A 


4т, 
А, = —^cos 
n 


г 
F p А,” тт,/7, (5-113) 
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对 有 阻尼 系统 而 言 ,在 脉冲 激励 下 会 出 现 如 下 现象 : 当 +>z 时， 


响应 会 迅速 地 豪 减 ,并 且 中 应 郴 数 的 峰值 会 一 定 程度 的 降低 ( 见 
B] 5-36), 34 1E 596c, AR}, BH JE X TE SCRI TE Ac B np RR F АЈ 
Th zh B$ BJ XE m ñ] UL SR zn 78 


A, = A,(1 - 0. 148) (5 — 114) 


式 中 : A, EAE REDE BEBO nar ELA, 是 不 考虑 阻尼 时 的 冲击 谱 。 
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BOR 隅 振 效 果 影 啊 因 素 


传统 的 振动 隔离 ,在 分 析 问 题 时 假定 :被 隔 振 的 物体 是 一 个 没 
有 任何 弹性 的 理想 质量 块 , 隔 振 器 由 没有 质量 的 理想 弹簧 和 理想 
阻尼 器 并 联 而 成 ,基础 县 一 刚体 ,其 质量 无 限 大 。 由 这 些 假设 可 以 
得 出 :对 于 简单 隔 振 装置 ,只 要 激 振 频率 大 于 系统 固有 频率 的 v2 信 
就 有 隔 振 效果 , 且 激 振 频 率 越 高 隔 振 效果 越 好 ,一 般 可 误 减 404В ~ 
60dB。 但 实际 上 ,简单 隔 振 装置 很 少 能 衰减 20dB 以 上 ,即使 采用 
了 双 层 隔 振 装置 ,在 高 频 区 仍 难以 达到 理想 的 衰减 效果 , 且 频 率 越 
高 ,实际 的 和 预期 的 差 值 越 大 , 究 其 原因 不 外 乎 如 下 几 个 
PI M 

(1) 被 隔 振 设备 的 质量 不 是 理想 地 集中 ,在 高 频 时 往往 显得 
刚性 不 足 ,致使 在 声 频 范围 内 有 许多 共振 频率 。 

(2) 隔 振 器 并 不 是 一 个 理想 化 的 元 件 ,而 是 具有 -- 定 质量 的 
弹性 体 ,在 高 频 下 要 产生 驻 波 效应 。 此 外 ,弹性 元 件 的 动态 特性 旦 
随 着 频率 面 变化 的 , 且 它 的 阻尼 大 都 为 兆 后 阻尼 ,其 频率 响应 特性 
不 同 于 传统 假设 的 黏 性 盟 尼 。 

(3) 基础 不 是 一 个 绝对 刚性 体 , 讨 是 有 一 定 弹性 的 ,其 质量 也 
不 是 无 限 大 的 ,因此 在 传递 力 的 作用 下 会 引起 基础 响应 ,产生 很 多 
共振 峰 。 

这 岂 方 而 的 综合 结果 ,使 得 传递 率 曲线 在 高 频 时 向 上 话 , 并 且 
出 现 很 多 共振 峰 ,从 而 降低 了 高 频 区 的 隔 振 效果 。 | 

在 影响 传递 率 的 诸 因 素 中 基础 的 柔性 是 最 重要 的 因素 ”。 
研究 非 刚 性 支承 结构 上 设备 安装 的 问题 对 一 些 交通 工具 来 说 相当 
重要 ,如 汽车 发 动机 、 水 而 船舱 潜艇、 飞机 上 的 机 械 等 。 此 外 , 隧 
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着 土地 价格 的 趋 高 ,将 生产 设备 安装 在 较 高 楼 层 上 也 相当 普 导 。 


6.1 基础 柔性 对 陋 振 效果 的 影 啊 


5.2 ТЕҢ T-ARA AE BE AE H BH FE 59 АУ fo 38 
率 表达 式 , 见 式 (5 -6) 和 式 (5 -18)。 在 低频 振动 隔离 中 ,由 于 设 
备 的 阻抗 相对 基础 的 阻抗 来 说 较 小 , 故 由 上 述 公式 推 得 的 传递 率 ， 
可 以 得 到 预期 的 效果 。 但 对 于 高 频 振 动 的 隔 高 , 情 帝 就 完全 不 一 
样 了 ,基础 不 能 看 作 完 全 刚性 的 了 ,而 是 具有 一 定 的 阻抗 。 

用 阻抗 表示 的 隔 振 系 统 及 刚性 安装 系统 示 于 图 6 -1 ,图 中 
符号 的 意义 : 

FF 一 一 作用 在 设备 上 的 扰动 力 ; 

让 ,Fr 一 一 分 别 汶 在 弹性 及 出 性 安 装 情 况 下 设备 的 振动 
ЖИЕ; 

,天 一 一 弹性 安装 时 传 至 非 刚性 基础 上 的 力 及 基础 的 振动 
XE RE; 

Fr ;Vr 一 一 刚性 安装 时 传 至 非 刚 性 基础 上 的 力 及 基础 的 振 
动 速度 ; 

Z, ,ZU 一 一 分 别 为 设备 .弹性 支承 ( 隔 振 器 ) 及 基础 的 机 械 
阻抗 , 均 为 频率 的 复 函 数 。 


6-1 WHARA TETH 3x BER XX PST 
(a) НЕЕ; (b) 刚性 安装 系统 。 


作用 在 设备 上 及 基础 七 的 力 和 回 度 之 间 的 关系 可 用 如 下 四 端 


参数 方程 描述 
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auum e 


Es. b (6-2) 
H K(6 - 1) 458 


2 
Е, = — 1 + 2,У, (6 — 3) 


基础 的 阻抗 在 刚性 和 弹性 安装 两 种 情况 下 是 相同 的 , 即 


? _ F, Ға 6 4 
r V, Vr ( E ) 
将 基础 阻 搞 代入 式 (6 - 3) ГЕН 
p mem... cepe 2. — I е 
F, 2," Zy %2," 2, EZ. tZ. 


这 是 用 阻抗 表示 的 力 传递 率 。 和音 将 设备 视 为 一 质量 为 M 的 刚体 ， 
将 阳 振 器 简化 为 具有 一 定 刚度 天 和 阻尼 C 的 理想 元 件 , 则 2,.2, 
的 表达 式 为 


2, = iM (6-6) 
2:9 6 (6-7) 
ly 
Bu Ba 
жне НШІ E] 。 x | 而 不 是 阻抗 来 表示 ， 


则 作用 在 设备 上 及 基础 上 的 力 和 速度 之 间 的 关系 变 为 
1 1 2, Ви В» 2 
БИРИ КӨШЕР 
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ЕЕ 


2 


| (Bi 十 Z Ba) (B. 十 е 
B Ba 
进一步 可 得 力 传 递 率 为 


ЖЕ 
“ [Gn %8,2,02, + (Bu + BaZa) 


2, 
(B. + Mp, )Z, + (By, + ішМВ,,) 
在 不 考虑 隔 振 器 质量 的 情况 下 ,B,, B m 1,85 =0,B, =1/2,, 代 
ATC -9) 即 得 式 (6 -5)。 
式 (6 -5) 和 式 (6 -9) 表 明 , 隔 振 系 统 的 传递 率 不 仅 与 隔 振 器 
的 特性 有 关 , 而 且 还 与 基础 的 阻抗 有 有关。 下 面 分 两 种 基础 假设 来 
分 析 基 础 柔性 对 传递 率 的 影响 。 


6.1.1 把 基础 简化 成 具有 一 个 自由 度 的 集中 参数 系统 


把 基础 简化 成 为 具有 一 个 等 效 质量 一 个 等 效 刚度 和 一 个 等 
效 阻 尼 的 动力 学 模型 后 ,整个 系统 的 计算 模型 和 机 械 线路 图 如 图 
6-2 所 示 “ 。 如 果 把 机 械 阻 抗 取 为 位 移 阻 抗 ,图 中 各 要 素 的 位 移 
阻抗 为 


(6 - 9) 


Z, --а«йт,,2, = 8,2, -ішс,,2, =- om, 
Z, = k,,Z, = Yee, 
Z, 12,3 КЕ 29 Z, Z, = Z, + Z, 
Z,.Z, 和 Z, Jt HE 5) 2,:%0, = Z, + Z, + Z, 
, Z, ` Z, 
Z, 和 2. 串联 为 'Z。:Z。 2% + Z, 
2, 和 Z, ЖЕ бо: =Z, + Z, 
从 图 6-2(e) 中 可 以 看 出 ,节点 1 В х, 为 
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图 6-2 把 基础 简化 为 1 个 自由 度 的 
集 总 参数 系统 模型 和 机 械 线 路 图 


( Z, + Z, + Z, + Z, + 2 ОҒ 
Z (Z, + Z, + Z, + Z, + Z,) + (2, + Z,) (Z, + Z, +Z) 


(6-10) 
在 节点 1 外, 力 由 两 部 分 构成 ,Fs =x, - Z, 和 F, mi ， 2,, Ден 
Ж; 


E tn UM RA UR PL. o ees 
^^ 2,(2,%2,%2,%2, + Z,) + (Z, + Z)(Z, + Z, + Z,) 
(6 — 11) 

F, BE ht P RE ЖИН c, 传 至 基础 m, 上 的 作用 力 。 
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于 是 得 到 传递 率 T, 的 表达 式 为 


| Fa! 
=F = 


(Z, + Z,)( Z, + Z, + Z,) 
Z (Z, + Z, + Z, + Z, + Z,) + (Z, + Z,)(Z, + Z, + Z,) 


(6-12) 
将 各 阻抗 值 代入 土 式 得 


m oh À hou gh. 
[« e°[ MILAN Lex 
m, m, т, т, m, m, 


ЕК А | 


m, m т, m, m, m 


(6 — 13) 


4 k/m =o k m, = o, m/m, 2,072 mk, 24, ,e/2 mk, 
= ,w/w FA ҚАЛЕН Ж 


F, = ЕСЕЈЕ М/ 


LE 
al uu 
[1- Qa tpa oa Куу 
ра? +0, AM Z) az): 


| Of, +A) " - (UA? + MMA aw 2)] | (6-14) 


A (6-14) ЖЕ E uh a fo y RUE — F B F EE BJ r — 8 9—8 
尼 系 统 的 传递 率 计算 公式 。 
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可 以 看 出 ,了 是 和 pt 和 w/w 这 五 个 变量 的 函数 。 以 
w/w 为 变量 ,以 A d ABR, EAG -14) 计 算得 图 6--3 ~ 
图 6 -7。 从 这 些 图 线 所 呈现 的 性 态 , 可 得 出 如 下 结论 : 

(1) 从 图 5-~3~ 图 6-5 可 以 明显 地 看 到 ,影响 传递 曲线 
性 态 的 主要 参数 是 质量 比 j= m Zm , ЙДЕ А = eu mus M 
量 比 上 越 大 ,弹性 基础 传递 曲线 与 刚性 基础 理论 曲线 差别 就 越 
大 ,反之 就 越 小 。 频 率 比 A 越 天 ,两 曲线 差别 就 越 大 ,反之 就 
越 小 。 
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6-3 基础 为 1 自由 度 集 中 参数 系统 时 
的 传递 率 上 出 线 (£ -0.1,.4,-0.05,А4-9.5) 


(2) ME 6 -4 可 以 看 出 , 妆 频 率 比 和 小 于 0 1 时 ,弹性 基础 
传递 曲线 与 刚性 基础 理论 曲线 基本 吻合 。 从 图 6 -5 可 以 看 出 , 当 
质量 比 jy 小 于 0.1 时 ,两 曲线 也 吻合 。 这 就 是 说 ,在 这 些 条 件 下 ， 
弹性 基础 可 视 为 刚性 基础 。 

(3) 从 图 6-6~ 儿 6-7 可 以 看 出 ,阻尼 比如 各 纹 仅 影响 曲 
线 峰 值 的 大 小 而 不 影响 峰值 的 位 置 。 并 且 ,t, 主要 影响 ,处 的 
峰值 ,主要 影响 ww 处 的 峰值 。 
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Өө» fo. 


图 6-4 基础 为 1 自由 度 集中 参数 系统 时 的 
(eub xd (Д -0.1,4,-0.05,А-0.1) 


10? 


E Fo Mm 


6-5 基础 为 1 自由 度 集中 参数 系统 时 的 
БӘЖ ЖІН (2,-0.1,4,-0.05,ш 20.1) 


ЮІР 10 Hi i 
N 2,=0.002 

4,7001 
x £,70.06 


0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0 3.5 4 
i Ға 


图 6-6 基础 为 1 自由 度 集 中 参数 系统 时 的 
[zd EH (2, -0.1,А -О.5,ш 20.2) 


2 =0.05 
Z =0.1 


E TT 


. 


0 0.5 1 1.5 2 2.5 i 3.5 4 


& S 


图 6-7 基础 为 1 自由 度 集中 参数 系统 时 的 
RER (2, -0.002,4 «0.5,ш-0.2) 
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6.1.2 基础 为 弹性 体 的 传递 率 问 题 


上 一 节 将 基础 简化 成 具有 1 个 自由 度 的 集中 参数 系统 ,传递 
率 曲 线 上 有 2 个 共振 峰 。 为 了 进一步 分 析 基 础 的 柔性 对 于 传递 率 
的 影响 ,把 基础 作为 弹性 体 媒 理 , 为 此 选择 一 个 四 边 简 支 矩 形 板 作 
为 陋 振 系统 的 基础 。 

1， 四 边 简 支 矩形 板 在 简谱 激励 力作 用 下 的 导 纳 

四 边 简 支 矩 形 板 如 图 6 -8 所 示 , BRE ABCD 四 点 同时 
作用 着 完全 相同 的 简 谐 激励 力 Ғ(4) = Fosinwt。 为 了 计算 力 传递 
Жж ,需要 知道 各 点 的 导 纳 (这 里 用 位 称 导 纳 }。 


6-8 Phe x Ed 


WR SEEN АЛЕН VES TY h ЖЕН 3 BE rh SC ex ACER IJ u 53 
BEWIZE. SKK Bd 6 —8 中 各 后 的 位 移 导 纳 , 关 键 就 在 于 求 四 
边 箭 支 矩 形 板 在 四 个 集中 简 谐 激励 力作 用 下 受 迫 振动 的 位 称 解 。 

设 在 板 上 某 一 点 5(2, 9) 作用 有 集中 力 F(t) =F sino, W| 38 
板 振动 的 位 移 解 为 

u(x,y,t) = PL 3 - 1 s| Egin T 


m Z, £ өз 


ту. 
n Sinmi (6 — 15) 
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式 中 


m ; (6 - 16) 


2 2 3 
2 = [m m]. = ЕН : 
ü ыт 12{1 — g`) 


式 中 ;m 为 薄板 质量 面 窗 度 ;E 为 弹性 模 量 ;go AARE; H D PLE 
的 厚度 ;w,, 为 薄板 固有 频率 ;D DAE DE SE PIRE 

根据 力 的 独立 作用 原理 ,必用 于 4、B.C.D 四 点 的 激励 力 所 沿 
起 的 在 4 点 处 的 位 移 响 应 ,等 于 每 个 力 单 独 作 用 所 激 起 的 位 移 响 
应 的 代数 和 。 于 是 得 到 4 点 的 位 移 啊 应 为 


AF, 2 1 m Tx 
ul A) = = sin 
= 2 0, ~ а 
n TY TE ат 
sin — sin SA m SEM Үлт (6-17) 
5 а b 
于 是 得 到 4 点 的 位 移 导 纳 MCA) 
A) 
M(A DEM. 
( pz 2 azl x 2 өз 
m "tx. n TEY, ni TU n "coy 
sin lsin !sin — sin 一 -一 (6-18) 
а 5 а b 


A 点 的 位 移 响 应 表达 式 可 以 改写 为 


(А) . MTX, 
H = = — 
ab M izt n-i о>, -一 TU Б ШІ 
n Tuy тх, пту 
sin 2 ( 5 sin T lsin 2) sino (6 ~ 19) 
j=1 


AHA ABCD VU ЕНІН ЕТЕМ R 6 —8 Bir 


E ы т/і, ATY, 
ЖО, m =2,4,6,- 3X n =2,4,6, Hf, > sin sin b = 
i=l a 


О.ф а, y (7 = 1,2,3,4) 系 指 激励 力作 用 点 的 坐标 ,由 此 可 得 出 
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重要 结论 ;在 4、8.C.D 四 点 作用 同样 的 简 谐 激励 力 ,薄板 仅 产 生 
关于 板 面 的 两 条 中 线 对 称 的 振 型 ,也 就 是 说 ,4、8、C,D 四 点 的 位 
ЖӨН ЖАУ FA ROGER FREE 

2， 用 四 端 参 数 法 求解 系统 的 传递 率 

(1) 基本 机 械 元 人 忻 的 四 端 参 数 


ЖЖ: [.]- LAM ib | NH x] (6 - 20) 


1 0 
nd. НЕНЫ JE (6 -21) 
HE: [x] 16 1; ]- Ls Ji (6-22) 


(2) R .并 联系 统 的 四 端 参 数 
串联 系统 如 图 6 -9ta) 所 示 , 其 四 端 参 数 可 由 下 式 计 算 


ШЕ ! 213... RET [Fa B 
= га ага ер (6-23) 


н: Го 10m 21,2, 8) ВСР ООЗ, 
并 联系 统 如 图 6 -9tb) 所 示 , 其 四 端 参 数 可 由 下 剂 公式 计算 


Ғ 
的 = [a]; | d (6 — 24) 
X, X, 
式 中 : au = А/В, о, = ACA/B - B,o,, -1/В,а, = С/В; 


a= X (95) (а) = X (5). 


=1 


利用 上 面 公式 可 求 出 弹 先 一 阻尼 并 联系 统 的 四 端 参 数 


F.) _ 1 0 F, А 
| Із амы Шы (6-25) 
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图 6-9 串 、 并 联系 统 及 其 四 端 参数 
(a) КЖ; СЬ) 并 联系 统 。 
(3) 应 用 四 端 参数 法 于 基础 为 四 边 简 支 矩形 板 的 陋 振 系 统 
被 隔 振 设备 通过 四 只 隔 据 器 支 尖 于 四 边 简 支 矩 形 板 基 础 上 ， 
如 图 65 -10(a) 所 示 。 在 这 里 ,假定 被 隔 振 设备 有 两 个 铅 直 的 对 称 
面 ,激励 力 通 过 设备 的 中 心 ,四 只 陋 振 器 对 称 地 布置 在 四 只 角 土 。 
由 前 面 芍 分析 知 ,该 隔 振 系统 的 动力 学 模型 如 图 65 -10(b) 所 示 。 


АС") 


B] 6-10 Жар АЈА Ж SK 
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图 中 т 为 被 隔 振 设 备 的 质量 这 指 的 是 4 只 隔 振 器 的 刚度 之 和 , 即 
等 于 单 只 隔 振 器 刚度 的 4 倍 ;c 也 指 的 是 4 只 隔 振 器 作为 一 个 总 
栖 的 阻尼 系数 , 它 也 等 于 单 只 隔 振 器 阻尼 系数 的 4 倍 。 点 “4” 指 
А.В.С.р 四 点 。 隔 振 系 统 的 等 效 四 端 参 数 系统 如 图 6 一 11 ЕТ. 
对 该 线路 图 进行 分 析 整 理 , 可 以 简化 为 图 6-12 来 研究 。 


图 6-1t 等 瓯 的 四 端 参数 系统 线路 图 


a БЕЛЕ: |: 
1855 EMI 
FX, : ES FX Fa, Aa FA. 


(а) (b) 
图 6 -12 简化 的 四 端 参数 系统 线路 图 
х 6 –12(а) 6 
F1. F _ 
PME Са (6 - 26) 


AP: [ S, ] 是 刚度 和 阻尼 并 联 而 构成 的 组 合 系 统 的 四 端 参 数 。 由 
式 (6 -25)m 


1 9 
18,1 = | | (6 - 27) 
l/(k кісе) 1 


根据 力 和 位 移 的 分 析 , 有 


写成 矩阵 形式 即 为 
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du) € 


再 看 图 6 - 120b) ,点 “4” 实际 上 代表 平板 的 上 表面 4.8、C.D 
四 点 之 中 的 任何 一 点 。 与 此 类 似 , 点 “5” 代表 平 板 的 下 表面 4'、 
B'、C'.D' 和 点 之 中 的 任何 一 点 。 如 前 所 述 , 当 平 板 在 4,8.C.D Vu 
态 同 时 作用 着 一 个 等 幅 、 同 频 、 同 相位 的 激励 力 F. 时 ,在 点 4 处 
(BR CREDERE m X, 与 之 比 定义 为 导 纳 
MCA), В М(А) = X,/F,, ЖИ X, =X, A 


I 

Fa |! wavlir, 

Із = | но |е (6-29) 
0 1 

将 式 (6 220) ,535(6 -27) ~ &(6 -29) 代 大 式 (5 -26) ,得 


тт Б.Ы | 


ШЕ + ісе k ico! M(A) [Es] 
X, 4 4 1 4; 
k + ico [mamara +1] 

(6 - 30) 


注意 到 在 平板 下 表面 点 4 处 并 无 任何 外 界 约束 , 故 访 点 作用 于 外 
FRN F, 不 存在 。 于 是 有 


X B X, -X, -M(A)F,,F, -4Е, ЖАНА 


k + ісе 
0) ol me 000 


(6 - 32) 
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于 是 得 力 的 传递 率 T, 为 


T, = |Ë | = 
F, 
"E np 
2 МА) iy) 2 2 ; М( АУА! 
[(1 - mw "АЛЫ - тат] + ea [1 - mo ad 
(6-33) 
ort "3 8 = UST = 248, RARS -33) 
并 将 右 端 分 于 分 母 同 除 以 上 ,得 
p- мі + (2¿8)° 
[1-8 ~ те? FED] + (осв) - та ЖАМ 
(6 - 34) 
4 Q = mo M(A)/4 1 
1.----------- III. Vi + (EB) (6 - 35) 


(1-8 -Qy + Oera - o» 
将 W(4) 的 表达 式 (6 -18) 代 人 Q 的 表达 式 ,其 中 的 求 和 指标 (m， 
n) 3829 (р.а) ,并 注意 到 B =w/w, ,有 
Q = "T. ; » > 2 (a po y — 


p "ux тү, T 
"sin 235 in P uin 419 (6 — 36) 
а 5 а Б 


式 (6 -35) 和 式 46 -36) 就 是 弹性 菏 板 基础 的 传递 率 。 
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3. ЕЧ 3ERIIBS PS ЖИЕ £X 

为 了 分 析 系 统 的 各 个 动态 特性 参数 对 传递 率 的 影响 ,赋予 各 
个 参数 以 一 组 离散 数据 代 人 式 (6 -35) 和 式 (6 -36) ,给 出 各 种 参 
数值 时 的 传递 率 曲 弘 , 如 图 6 - 13 和 图 6-14 所 示 。 各 参数 为 : 
a=l.2m,b=1.0m,H = 0. 0055m, m = 7. Ве + 3kpg/m’ , 3i& PE BE t 
Е =2. 02е + 11 Pa, НЕ EE, e = 0. 3,5, = x, 20. 3m, x, = x, =0. 9m, 
y, 2 y, =Ü. 250m,y, = y, = 0. 75m, B e SE FH JE. HE £ 20.05, 8 6 — 14 
中 隔 振 系 统 固 有 频率 о, = 25Hz, Ë] 6 - 14 中 隔 振 系统 固有 频率 
w, =11Hz。 从 图 6-13 #46 6 - 14 可 以 看 出 : 


刚体 理论 曲线 


Т 


0 50 100 8 150 200 Pa 250 


66-13 Mii x XE ЕРЕЖЕ S CA 20.23) 


(1) 弹性 基础 的 传递 率 曲 线 与 刚性 基础 有 较 大 的 差别 :刚性 
基础 传递 率 曲 线 仅 在 w, 处 出 现 一 次 峰值 ,尔后 陡然 映 落 。 而 弹性 
基础 传递 率 曲 线 在 o, 之 前 即 出 现 峰值 ,在 基础 的 第 (1,1) 阶 固有 
频率 wi( 基 频 ) 处 出 现 谷 值 ,随即 勾 出 现 峰 值 ,尔后 在 基础 的 更 高 
阶 固有 频率 处 转 为 谷 值 。 如 此 峰 谷 交替 多 次 出 现 。 但 如 果 基 础 的 
某 阶 固有 振 型 不 被 激发 , 则 上 曲线 在 这 些 阶 数 的 固有 频率 处 并 不 出 
现 谷 值 。 
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刚 栖 理论 曲线 


0 50 1009 150 20093 250 


图 65-14 MASER E88 des 36 S 696 Be E CA «0.1) 


(2) 频率 比 = Е и = (m。 是 基础 的 一 阶 当量 


质量 ) 是 影响 弹性 基础 传递 率 则 线性 态 的 主要 和 参数。 越 天 ,弹性 
基础 的 传递 率 曲线 与 刚性 基础 理论 曲线 的 差异 越 大 ,反之 就 越 小 。 
UE 越 大 ,两 曲线 的 差异 也 越 大 ,反之 越 小 。 

(3) 当 频 率 比 和 小 于 0 1 时 ,或 者 质量 比 关 小 于 0.1 时 ,弹性 
基础 传递 曲线 与 删 性 基础 理论 曲线 相差 甚 徽 。 在 这 种 条 件 下 , 实 
际 基 础 可 视 为 刚性 基础 。 


6.2 被 也 迫 设备 的 弹性 对 陋 振 效 采 的 影响 


被 隔 振 设备 的 非 刚 性 对 隔 振 效果 也 有 较 大 影响 ,本 节 将 用 轨 
端 参 数 方 法 来 分 析 这 种 影响 。 假 定 被 隔 振 设备 的 动力 特性 可 用 四 
端 参数 xx 来 表征 , 则 在 图 6 -1 中 作用 在 物体 上 的 力 F, 和 速度 V, 
和 和 作用 在 基础 上 的 力 F, 和 速度 V, 之 间 可 建立 如 下 的 四 端 参 数 
方程 
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Fg | %и Œz . Bu Bu [£F 
LM M А "i ы 


W “| ipid (6 — 37) 
a Pa 


AP: B, J: Pš Sa ñ GY Ud Su 2 38 ; h a MU ЕРЕШЕ Dz 45 15 БЕ S Aë SP EK 
后 的 四 端 参数 。 


фи = onB + GPa 
Vu = “16: au. 
Ша = oo 有 + 058, 


(6-38) 


Jua = Bs tan]. 
鉴于 式 (6 -37) 与 式 (6 -8) 是 相似 的 ,因此 可 按 同 样 的 步骤 
很 容易 得 出 


А 


F, 
F, 


_ | Z, 
We + o 
Z, 
(а... + ABa) * Z, + (ai + Gus) 


(6 - 39) 


式 中 : Z, 是 基础 的 机 械 上 阻抗 。 另 外 ,不 难看 出 , 当 被 隔 振 设备 是 
一 理想 的 刚性 质量 抉 于 时 ,ay -0,0); -іоМ,ад 20,0, =1, 则 式 
(6 —39) Bling uz (6 -9)。 

F mo BE — RUPES B8 iE E Bi) FE#L BAD MATE Hh 32 3 fe B| PE E 
Rh ЕЗБЕ ТЕ. E 6 – 15 (ау BER ,一 台 发 动机 递 过 一 
团 性 不 足 的 机 架 弹 性 地 安装 在 基础 上 ,机 架 的 形状 司 成 四 马 形 以 
使 弹性 支承 的 安装 面 正 好 落 在 机 组 的 重心 平面 内 。 这 个 结 梅 可 用 
图 6 — 15 ( b) ЖЕ, x HELL SR HERR Zr UT BUE 79 28 ХРА, ЛЕ 38 
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66-15 具有 非 央 性 机 脚 的 机 械 设 备 的 
弹 福 安装 实例 及 其 简化 模型 


为 开 , 枝 部 分 可 假设 成 一 受 甬 的 短 梁 ,其 长 深 比 接近 于 3 或 更 小 
此 ,这 样 实际 上 就 可 以 认为 当 此 短 梁 承 受 载荷 时 ,由 于 弯曲 而 引起 
的 变形 将 大 大 小 于 由 剪 切 所 引起 的 变形 ,所 以 就 可 按 剪 切 特性 来 
进行 计算 。 设 每 个 机 脚 的 质量 为 mr, 垂 向 的 复 刚 度 为 K; , 隔 振 器 
为 橡胶 隔 振 器 时 其 刚度 为 下” 。 这 样 图 6 -15tb) 中 的 输入 和 输出 
的 关系 为 


Fi 1 М а 0 В, Во [2/3 
Я I Ë 1 | К М ñ М | £ | I 
| YBa + Y;B. YB + Y,;B;, | pH 


Gu, + Gn Qufu + аа 


(6 - 40) 


式 中 : о, ,Bi 分 别 为 机 脚 和 陋 振 器 四 端 参 数 ;了 = wn + омо: 
Ү,əңа) + io Me,, о 设 F, - 0, BI 


2F, 


zd" [Co + ioMa, Bu + (о; + ioMos)B41 


r, = | 


(6-41) 
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质量 连续 分 布 系统 的 中 端 参数 为 “ 


ан = eos(n" + 1) 
iwi 2 
аз = ug * 3in(m” * 1) = i me) * sin(n^ + й) 
(n^ + 1) 
"EL ШТ” жа ыс x EET CD Los Ж. 
Qa = us sin(n D = Com біліп Г) 
аз, = cos(n' + Г) 


(6 – 42) 
式 中 : n] ВА И GE 59 E WE К, nt = /ра/Е) = 
/2тра /КІР;К; ВЕ ЗТ ЕНІ Ki =K A +iny) ims 为 


机 脚 的 阻尼 损耗 因子 ;Ks 为 每 个 机 脚 的 更 刚度 和 为 机 脚 长 度 。 
所 以 有 以 下 关系 
2m, 2 (m° ` D А к; 


S us em f шы ес s E 
(n^ 1) ке 2m, : 


io(2m,) _ ifa” ТОК, (1 + imi.) 


aD x 
| 具有 复 刚 度 六 "的 橡胶 隔 振 器 的 四 端 参数 有 ,为 
В, =! 
i (6 — 43) 
Ba = т = KG eig) 
AP. GIN 2 Wk We 28 B E ZEE tr EE 


ЁҒ. 
将 以 上 关系 代 人 式 (6 – 41) , Epa 9] 
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T, = | (Гсоз(п” 1) - y,(n' + Dsin(u' + 1)] — 
А K, (1 + dm.) . . + 
(n Dg ux [ sin( n Do 
yelin" і) cos( n° DI (6 – 44) 
Am 
Ys = 51 (6 - 45) 
К, 
У = 天 (6 - 46) 
. (ізін) 
Y "YU in) (6 — 47) 
(пі) = p + iq (6 — 48) 
_ n (D, + 117 Е 
P D, | 2 | (6 - 49) 
n] (D,-1,'? 
eg" eem 
D,2íl-m)^ (6 —51) 
nl = w,[ £) = NO (6-52) 
а» 


式 中 ; ОИ, E + PU BB B: 1 BEER E Dd B) W| PF +B 5 - BOX 
情况 ,所 以 弹性 支 尖 装置 的 固有 频率 应 按 下 式 计算 


“a M(K*K,) M 


一 一 一 (6-53) 


à 2K - K, 2K; у 

E - 
Ns 是 当 nr =, 20 HE E fo E T, 曲线 获得 第 一 个 峰值 ( 4 wm = 
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о, ВР) RGD., EA NE k FRIR 
Ng = [Cyr + Dv + vs] ^ (6-54) 
当 y, 及 YY 很 大 时 
Ne = (y; ° y) ^ (6 — 55) 


这 样 在 各 种 不 同 的 角 频 率 趾 下 都 可 按 式 (6 – 52) EH (ni) 
值 ,然后 就 可 求 出 pg UL Tio 
图 6 -16 Ш-Н ЖАМ ЖЕН 5, Ej h y, = 


K 
M 40,у--2-5,25 Ж 100,7, <0.05,9, =0.01。 从 图 中 可 以 
2m, K 


FB T idR 


^ 
Fas c» 


图 6-16 SLE E I RT BG feb xe ih £x 
看 出 ,在 一 定 的 y* 值 下 , 随 著 刚度 比 y 的 增 大 Lf 38 s Е sz 
的 共振 峰 向 着 高 频 方向 推移 。 当 Ys 和 ?相当 六 时 (4y >5), 则 机 
脚 第 一 个 共振 频率 的 真实 数值 可 按 下 式 近似 计算 
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түр, т |К 
о Yr y = E (6 —56) 


从 图 中 可 以 看 出 , 当 机 脚 刚度 К, 与 隔 振 器 刚度 天 之 比 增 大 
时 ,高 频 波 动 效 应 相应 地 减 小 。 一 般 希 望 o, 越 大 越 好 ,为 此 希望 
设计 的 机 肢 静 刚度 和 质量 之 比 越 大 越 好 。 一 个 简单 实用 的 办 法 是 
使 机 脚 尽量 地 短 。 


6.3 隔 振 器 中 的 波 效 应 


5.2 首 中 单 目 出 度 降 振 系统 的 传递 率 表 达 式 ,是 在 卫 振 器 中 
弹 自 质量 可 以 忽略 的 假设 上 推导 出 来 的 。 实 际 上 ,所 有 的 隔 振 
需 一 -一死 论 是 由 金属 材料 还 是 其 它 材 料 制 成 一 -都 共有 一 定 质 
量 。 因 此 ,对 于 离 频 振 动 来 说 , 当 呵 振 器 的 尺寸 等 于 隔 振 元 件 中 弹 
性 波 羊 波长 的 整数 倍 时 ,有 可 能 在 隔 振 器 中 产生 波 效应 。 


6.3.1 理论 分 析 


如 果 把 一 个 具有 弹性 和 阻尼 
的 圆柱 形 隔 振 器 看 作 一 根 杆 (如 
E] 6 —17 тт), l| E SE RR E E 
常数 的 圆 弹性 杆 , 当 其 直径 与 波长 
相 比 较 小 时 ,弹性 杆 内 纵波 运动 方 
gu 

à n(x,t) _ 
ді? i 
ГЕНДЕЙ) А , 9 u(x, t) 图 6-17 МЫНАНЫ 
a FO mar 情况 示意 图 
(6-57) 


式 中 ; и AFF LE ЖАНЕ р, E, 222 54 ЖИН ЗЕРДЕ .弹性 


模 量 和 和 莫 漆 系数 。 因 为 莫 漆 系数 的 存在 ,所 以 上 式 不 同 于 
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式 (2 -39)。 

因为 弹性 杆 的 横 截 面 是 有 限 的 ,所 以 存在 横向 运动 和 横向 应 
力 ,但 这 里 都 忽略 了 ,所 以 上 式 并 不 很 准确 。 如 果 杆 的 一 端 受 简 谐 
Jj F = oe“ 的 激励 , 另 一 端 被 刚度 无 穷 大 的 质量 支承 而 不 能 产生 
变形 , 则 式 (6 -57) 变 为 


9 u(x,t) а BET, t) 
i Е 十 S n. NM 
oU : uy әк 


上 式 与 式 (2 -39} 有 相同 的 形式 ,其 解 为 
u(x,t) = U(x)q(t) = (A,e" + A,oe ")e" (6-59) 


зк (х) тб) BS XE S053 98 3€ — Soy = a iB JE: Fe E PREX, 
tn E аш / El Ж” 


(6-58) 


а ласы /(2рС3) (6 - 60) 
В = w/Co (6-61) 
= (E/p)* (6-62) 


ІҢ 25 kc tili а Pr E JCER А, ТАН ЖЖ 
U(x) =Ü {x =ü) 
| _ F, T (6 — 63) 
P(x) - KJ (x = 1) 


式 中 :P 为 截面 *=! 上 的 正 应 力 ;Fs 为 作用 在 该 截面 的 力 ;5 为 截 
而 积 。 由 上 式 的 第 一 式 得 


А, + À, = 0 (6 — 64) 
H zü C6 -63) 的 第 二 式 得 
(Е + iu!) 200280 - P = = (6 - 65) 
2 l -yi F; 
Вр (E + ipu) CA, ye" -Aye ) = Fi (6 — 66) 
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将 式 (6 -64) 代 入 上 上 式 得 


Е; 


А, -28y(E + iwp’) coshyl (6 - 67) 
Е; yz -yx 
HAO UC висе tien eosi S? 
Fsinhyx 
OSyCE + ic )coshyl (6 - 68) 
进一步 可 得 
ü(x) _pu(x a) 1 _ io - F.sinhyx 
n(t) a mD ^ Sy(E + iwp’ ) coshyl 
F.sinhyx 
ü Па” ~ (Его) Іуісовһуі (6 - 69) 
F,coshyx 
p(x) = ӛсояһуі (6 - 70) 
由 此 可 知 ,单位 长 度 导 纳 的 倒数 为 
Z,Zy = 17у = [p — GE/0)] (6 - 71) 


通过 上 面 的 分 析 , 我 们 得 到 了 传播 酒 数 (有 即 式 (6 - 60). 式 
(6 -61)) 与 特征 阻抗 Z, CIAR T. pC) o 
隔 振 器 上 的 力 如 图 65 —17 所 示 , 这 些 力 满 足 如 下 关系 


F/F = Z/(Z + io M) (6-72) 


Fo F; = V/coshyl (6 — 73) 


式 中 :2 为 隔 振 器 的 输入 阻抗 
£ = SZ,cothyi (6 — 74) 


所 .与 下 的 比值 定义 为 隔 振 器 的 传递 率 了 
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i 
F  (ioM/SZ,)sinhyl + coshyl 


HRR AKEREKE A 比 隔 振 器 的 高 度 1! 大 得 多 时 ,就 可 
得 隅 振 器 的 简单 隔 振 理论 。 由 式 (6 ~71) 得 


Z, = y/y = уін” - GE/0)] (5 — 76) 
X (6-75) n] 


7 = (6 – 75) 


1 


2 — deM 0 Ho NOn + созһуі а 
5/1 а" — ПЕ /ш) 1 уі 
НІҢ A2=1,yl—0 МЖ віпһуі->уі, ТЕЗ АЗ ЖУ 
T^ ЕНГ EZ (6-78) 
式 中 
К = р'8/1 (6 – 79) 
K = ES/l 


这 本 个 量 分 别 是 振动 理论 中 隔 振 器 的 阻尼 和 刚度 。7 的 幅 值 可 改 
写 为 无 量 岗 形式 


1 Же 6 
| "| ка) T 
Шет 
Xie, (K/M)? ,R, -2(KM)?, 
为 方便 计算 , 式 (6 - 77) 可 改 为 其 它 形 式 。 在 讨论 陋 振 器 的 


效果 时 ,我 们 只 关心 了 的 幅 值 。 经 过 简单 的 代数 运算 , 式 {6 -77) 
的 幅 值 可 写 为 


| ТІ =(1 +5n°)/1(1 + 5п?) [sinh ol + cos'i] + 
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( өМ/рсов) [ sinh`al + віп ВГ] 
+ ФМ/рсов! пвітдей - 2(1 + 2n`)sin281] | 
(6-81) 
式 中 :是 无 量 网 阻尼 参数 ,等 于 өш /(2Е), 
为 考察 式 46 -81) 在 阻尼 等 于 0 时 的 结果 , 令 m=0, 得 


1 
' | cos8l — (шМ/рсов) sinfil | 


1B Jr fe SAC ІР X. Et LEE 
n —«u/(2E), Ві = w/w (m/M)* , 


I T| (6 – 82) 


аі = nao, ( m/M)? , ФМ/рсоѕ = o/a (M/m)? 


式 中 :mm = pis ER de S8 th R EH КЕН, ЖАНШЫЖАЗН 
(6-81) 、 式 (6 一 82) ,18 


| T |° .ltr 
[1 + 5а + (oe, ( M/m) ^)" sinh! (пого, m MY) 
+ по/ау М/т) "sinh(2ne/dmy,( mM) ^) 
+ (1 + бп) соз (оло, (тим)? у 
(w/o ( M/m) 2) віп? (w/o (m/M)?) 
- (w/w (M/m "^ (1 + 2n ) sin(2e/e, ( m/M)) 

(6-83) 
І ТІ i 


| coslo a (m/ M) ) - a ax (M/ m) sinlar wmm MY ^ ) | 
(6 – 84) 


这 些 形式 的 传递 率 特 方 便于 讨论 和 计算 。 可 以 将 式 (6 -84) 中 的 
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传递 率 表示 成 分 贝 形式 20logT ,其 变化 规律 如 图 6 - 18 和 图 6 – 19 
Иж. Чо 取 下 列 值 时 , 式 (6 -83} 和 式 (6 -84) 中 的 分 母 最 
小 值 ， 


а, = от Мт)? (jz1,2,3,:) (6 — 85) 


这 些 w 的 值 对 应 于 驻 波 的 共振 角 频 率 。 当 w 接近 wo 时 ,w/wo(m/ 
于 )“ 变 得 很 小 ,相应 地 , 式 465 -83) 和 式 (6 -84) 的 分 母 取 最 小 
值 。 这 就 是 振动 理论 中 常 说 的 共振 。 

经 过 代数 运算 , 式 (6 - 830) 可 写 为 


ME 1 + 4n (а ақ), В 
dia [1 - соғы, Y ТУ + 4n (аа)! e s 602 


值得 注意 的 是 , 式 中 的 5 与 振动 理论 中 的 无 其 纲 参数 一 一 阻 
ЕШ R/R, 相同 。 在 低频 共振 区 , 当 盟 尼 不 是 很 大 时 :人 和 传递 率 可 近 
{32А 


Т, -3-— (6 ~ 87) 


mo 与 品质 因数 有 以 下 关系 

І 
7 20, 
式 中 0, =a, M/R, ERMER О. 

令 人 称奇 的 是 ,在 上 文 的 推导 过 程 中 ,质量 比 M/m 成 了 重要 
参数 。 假 设 机 器 质量 M 和 和 低 阶 共振 角 频 率 m 是 确定 的 , 因为 
mo = YKRY 及 ,所 以 下 也 是 确定 的 。 但 我 们 还 可 以 自由 选择 m. A 
如 ,如 果 隔 振 器 是 画 柱 体 ,天 值 大 小 取决 于 隔 振 器 的 横 截 面积 高 
НИ Қ 


п, 


(6-88) 


K = ES/l (6 - 89) 
ЖЕКЕ ЖЖ ЕНГ S. ЯМАН S 和 i 的 大 小 ,可 以 
改变 质量 m 的 大 小 。 式 46- 89) 可 以 改写 为 

m = pgES'/K (6 - 90) 
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m 


тІН:р-т/(58), «ІМ, AE T K ze АПАНҒА ННІ т, 
BD yu ЕҚ а АО AI TR) АА, 

再 来 看 图 6 - 18 HIE 6-19 中 传递 率 的 理论 曲线 。 从 图 6 - 
18 上 可 以 看 出 ,在 接近 出 现 驻 波 的 频率 之 前 , 降 猿 系统 的 传递 
特性 与 集中 参数 系统 的 振动 理论 相 啊 全 , 随 着 频率 的 进一步 升 高 ， 
传递 率 不 再 以 每 倍 频 程 12qB 下 降 。 驻 波 频 率 可 由 下 式 近 似 计 算 


w, = oxjm( М)” (j21,2,3,-)* 


式 中 ww, 是 驻 波 角 频 率 。 在 频率 处 的 传递 率 可 由 下 面 的 近似 关 
系 式 计算 | 
T, - (n) аат) (6-91) 
这 是 式 (6 -83) 的 近似 表达 式 。 值 得 注意 的 是 ,传递 率 曲 线 在 高 
频段 出 现 峰 值 ,是 因为 驻 流 使 传递 率 从 简单 振动 理论 中 每 悦 频 程 
降低 124В 的 曲 弘 偏离 ,并 高 出 约 201gn, ШИНСІН BU TEE PL SEE 
频 程 6dB 降低 。 但 随 着 频率 比 进一步 升 高 ,峰值 和 谷 慎 开始 重 
38 , 驻 波 就 分 辨 不 出 来 了 。 在 这 高 频率 比 段 , 隔 振 器 可 以 看 作 是 耗 
能 介质 ,弹性 波 以 指数 方式 训 减 。 从 图 上 可 以 清楚 地 看 到 ,传递 率 
的 下 中 加 快 。 
图 6-18 显示 出 高 阻尼 隔 振 器 具有 很 大 的 优势 ,然而 简单 振 


АажТав 


图 6-18 传递 率 了 的 理论 曲线 (质量 比 M/m = 100) 
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动 理 论 告诉 我 们 ,高 阻尼 增加 传递 率 。 图 56 -19 示 出 了 阻尼 固定 
时 不 同 质 量 比 对 传递 率 的 影响 。 从 图 上 可 以 看 出 ,不 存在 一 个 所 
有 频段 均 最 佳 的 质量 比 ,车 某 质 量 比 在 某 一 频段 内 具有 最 好 的 性 
能 , 即 传 递 率 最 低 , 那 么 在 男 一 频率 范围 内 其 性 能 却 很 差 。 


9041 10 10 190 1000 
ie n 


6-19 传递 率 了 的 理论 曲线 (阻尼 参数 上 =0.1) 
6.3.2 实验 结果 


递 过 上 一 节 的 理论 分 析 可 知 ,对 于 高 频 振动 , 当 饥 振 回 的 尺寸 
等 于 专 振 元 件 中 弹性 波 半 波长 的 整数 信 时 ,在 隔 振 器 中 产生 波 效 
应 ,传递 率 曲 线 在 高 频段 出 现 多 个 峰值 。 图 5 - 20 аты 
所 得 到 的 单 自由 度 隔 振 系 统 的 传递 率 图 ( 实 线 ) ,并 与 假设 色 振 器 
无 质量 时 计算 得 出 的 传递 率 (虚线 ) 相 比较 。 该 蚂 振 系统 的 弹性 
元 件 由 高 阻尼 (8 >0.45) 的 天 然 橡胶 制 成 (40% XR. 6 - 
21459 给 出 了 不 同 蚂 振 器 的 传递 率 实测 曲线 。 虚 线 表 示 小 阻尼 受 
压缩 隔 振 器 的 传递 率 曲线 ,点 画 线 表示 小 阻尼 受 前 切取 振 器 的 传 
递 率 曲线 , 实 线 表示 阻尼 更 小 .质量 却 更 大 的 钢 弹 签 的 传递 率 曲 
线 。 从 这 些 传 递 率 曲 线 可 以 看 出 ,高 频段 存在 许多 峰值 ,这 使 得 高 
频段 的 传递 率 变 差 。 对 受 压 的 圆柱 形 橡胶 蚂 振 器 而 言 , 基 频 为 
f, 2 30Hz, dE. f", 2 500Hz 4E CF, 7f, » 16) ,可 以 观察 到 一 个 高 频 峰 值 ， 
其 大 小 比 基 频 峰值 小 约 47dB( 约 200 悦 ) 。 对 于 受 剪 切 应 力作 用 的 
橡胶 隔 振 回来 说 ,f, = 26 Hz f£, = 850Hz f/f, =33, 共 振 峰 之 间 相 差 
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约 60dB( 约 1000480. Ж, X48383 A ЖЕЛІН ж БҮ Е Ў НЯ 
内 存在 许多 高 频 共 振 。 当 人 -15Hz 时 ,第 一 个 高 频 共 振 峰 出 现在 
f', =83Hz,f "Zf, =5.5, 该 共振 峰 比 基 频 共振 峰 低 16dB( 约 7 倍 )。 
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6.4 阻尼 对 隔 振 效果 的 影响 


6.41 阻尼 在 隔 振 中 的 作用 


现在 已 经 出 版 了 许多 关于 振动 理论 的 书籍 ,并 且 它 们 有 关 隔 
振 的 部 分 内 容 是 相同 的 。 书 中 所 考 虚 的 系统 是 具有 蒜 性 阻尼 的 单 
A gr BEBE UR X SEL uU S -2(a) 所 示 。 该 系统 的 性 能 由 受到 正弦 
激励 或 运动 激励 时 的 传递 率 来 进行 描述 的 , 见 式 (5 -6) СЕН 
m, = c ) 和 式 (5 ~8)。 通 过 这 种 方法 研究 隔 振 系统 可 以 得 到 一 个 
基本 结论 : 隔 振 系统 只 有 在 正弦 油 励 的 频率 >y2f 时 才 有 效 , 记 是 
隔 振 系统 的 自然 频率 。 在 隔 振 系统 中 ,阻尼 可 以 减 小 共振 蜂 的 幅 
值 ,但 事实 上 这 并 不 重要 ,因为 系统 通常 在 大 于 共振 频率 的 范围 内 
工作 。 另 一 方面 ,增加 阻尼 会 降低 隔 振 频率 范围 内 的 隔 振 效果 。 
不 幸 的 是 ,这 成 为 了 绝 文 多 数 工 程 师 的 心理 惯性 5 ,包括 那些 从 
事 振 动 控 制 的 工作 人 员 。 

研究 表明 ,对 实际 物体 (包括 商 精 度 / 振 动 敏 感 设备 .本 身 为 
振 源 的 设备 和 所 谓 的 通用 机 械 , 见 第 8 章 ) 进 行 隔 振 时 ,上 面 的 结 
论 是 不 正确 的 。 因 为 在 太 多 数 环 境 中 , 增 太 阻 尼 有 有 利于 对 太 部 分 
Va Hk E^ МАЗ. 

项 以 下 几 个 方面 可 以 证 明 这 个 结论 。 

一 方面 ,文献 中 采用 的 模型 5 一 个 质量 元 件 放置 在 一 个 无 质 
量 无 阻尼 的 线性 弹簧 上 ,线性 阻尼 器 和 弹 筑 并 联 ) 是 可 以 用 解 桥 
方法 研究 的 理想 模型 。 然 而 ,这 种 模型 仅仅 代表 一 小 部 分 实际 隔 
振 系 统 ( 一 些 具 有 惯性 块 的 系统 被 安装 在 带 油 阻尼 更 的 团 弹 赞 
上 )。 面 绝 大 多 数 隔 振 器 是 由 具有 淮 线 性 或 强烈 非 线 性 阻尼 特性 
ОҚ L.1: 9L Е ЕАС, ЕНЕМЕ ЛЕНІ. ЖЕМ 
料 的 阻尼 特性 表明 随 着 阻尼 的 增加 , 它 只 是 对 高 频 振 动 的 传递 率 
稍 有 影响 。 

另 一 方面 ,实际 隔 振 系统 中 的 动态 激励 具有 和 营 杂 的 频谱 特征 。 
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当 激 励 力 的 频谱 在 较 宽 的 范围 内 具有 并 个 幅 值 相当 的 谐 波 时 , 桔 
对 所 有 的 频谱 成 分 都 进行 隔 振 ( 减 小 强度 ) 通常 是 不 实际 的 。 最 
低 左 成 分 一 般 不 是 最 令 人 讨厌 的 甚至 它 被 稍微 放大 后 也 是 本 以 接 
受 的 。 因 此 ,一 些 低 频 成 分 甚至 可 能 和 也 振 系统 的 自然 频率 发 生 
共振 。 在 这 种 系统 中 ,只 有 增加 阻尼 才能 使 振动 强度 在 整体 上 降 
ЛЕ, М, 8.3.2 3%, 

X] d 50 SORS UE dI РГ, a Te t ЭСА Д. XX E Ey EARS E 
隔 振 系统 在 它们 的 正常 工作 区 内 产生 共振 。 此 时 , 隔 振 系统 不 能 
够 用 单 自 由 度 系统 来 表示 。 因 为 振动 和 葡 感 设备 在 工作 区 内 的 相对 
振动 申 值 有 非常 严格 的 限制 ,所 以 必须 把 支 奉 结构 (地 而 ) 到 设备 
之 间 的 振动 传递 过 程 与 设备 座 身 的 绝对 振动 向 工作 区 传递 或 转换 
的 过 程 结 合 起 来 研究 。 后 而 这 个 过 程 是 用 低频 时 非常 小 的 传递 率 
(因此 相对 振动 的 幅 值 非常 小 ) 来 表示 的 。 如 果 在 工作 区 内 没有 
超出 相对 振动 幅 值 的 限制 , 隔 振 系 统 中 的 低频 共振 通常 是 多 许 的 ， 
甚至 精度 非常 高 的 设备 也 是 恕 此。 那么 如 箱 来 减 小 共振 的 幅 值 并 
能 够 更 大 限度 地 接受 这 些 共振 呢 ? 显然 ,可 以 通过 增加 隔 振 器 中 
的 阻尼 来 实现 。 

昌 然 阻尼 对 冲击 传递 率 的 影响 和 稳 态 振动 时 不 同 , 但 是 增加 
隔 振 器 中 的 阻尼 对 于 精密 设备 和 本 身 是 振 源 的 设备 而 言 , 有 利于 
隔离 脉冲 激励 ,网 5.56 节 .8.1.3 节 8.2.3 节 824 节 。 

当 被 隔 振 物体 安装 在 非 刚 性 支承 结构 上 时 ,增加 隔 振 器 的 阻 
尼 不 仅 改 善 了 振动 效果 ,而且 增 加 了 支承 结 枸 本 身 的 阻尼 。 

隔 拓 器 的 阻尼 也 会 影响 被 隔 振 物体 的 动态 特性 , 见 8.3.1 节 。 

必须 注意 的 是 ,在 本 节 前 而 所 讨论 的 大 多 数 情 况 中 , 隔 振 器 阻 
尼 变 化 产生 的 影 啊 和 刚度 (或 者 隔 振 系统 的 自然 频率 )} 变 化 产生 
的 影响 是 紧密 联系 的 。 在 许多 情况 下 , 隔 振 器 阻尼 的 减 小 可 以 通 
过 减少 其 刚度 来 补偿 { 如 对 于 精密 设备 的 隔 振 ) ,而 在 另 一 些 情况 
F , 隔 振 器 肯 屁 的 减 小 可 以 通过 增加 其 刚度 来 补偿 (如 为 了 保持 
机 床 的 动态 稳定 性 , 见 8.3.1 节 )。 在 特定 芍 应 用 中 ,这 种 关系 通 
带 可 以 应 用 包括 了 刚度 (自然 频率 ) 和 阻尼 的 隔 振 指标 来 表示 。 
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这 些 隔 振 指标 由 下 列 式 于 表示 : 式 (8 - 15). (8 - 39). 
(8-46) A (8 -50 HIS (8-52), 

对 机 械 结 构 的 动态 特性 而 言 , 这 些 指标 是 非常 典型 的 "… 。 
虽然 这 些 指标 是 基于 许多 假设 而 近似 得 到 的 ,但 在 特定 的 应 用 中 ， 
它们 非常 有 利于 确定 隔 振 器 的 特性 和 选择 隔 振 器 弹性 元 件 的 
材料 。 

在 许多 情况 中 ,篇 振 器 的 弹性 元 件 不 使 用 大 阻尼 材料 ,主要 是 
担心 大 阻尼 将 导致 弹性 元 人 忻 中 出 现 较 天 的 能 量 损耗 并 导致 了 过热 。 
虽然 这 个 结论 通过 使 弹性 元 件 产 生 周 期 应 变 而 得 到 了 证 实 ,但 下 
面 将 证 明 这 并 不 成 立 。 


6.4.2. 隔 振 器 中 阻尼 产生 的 执 


通常 根据 与 自然 频率 /刚度 和 阻尼 相关 的 指标 来 对 不 同 被 隔 
振 物 体 和 不 同 工 作 环境 下 隔 振 系 统 的 参数 进行 选择 。 在 许多 和 三 用 
中 ,如果 采用 较 大 阻尼 的 隔 振 器 ,可 以 大 幅 兰 提高 隔 振 系 统 的 性 
能 。 然 而 ,人 们 有 时 并 不 采用 大 阻尼 ,而 是 优先 选择 阻尼 较 低 的 陋 
振 器 ,其 主要 原因 是 认为 大 阻尼 人 隔 振 器 在 隔 振 过程 中 会 产生 更 多 
的 热 ,这 将 导致 榜 胶 弹性 元 件 和 其 它 由 热 敏 感 材料 制 成 的 弹性 元 
件 出 现 过 热 , 从 而 加 速 其 老化 过 程 。 下 面 将 说 明 这 个 观点 并 不 
正确 U), 

弹性 元 件 中 的 热量 是 由 于 它 在 周期 变形 
的 过 程 中 耗 散 了 机 械 能 而 产生 的 。 让 我 们 来 
考虑 一 个 简单 的 振子 ,如 图 6 -22 所 示 , 质 量 
m 被 橡胶 隔 振 器 支承 ,其 刚度 为 大, 在 周期 变 
形 中 的 能 量 耗 散 率 为 p. L 5.2.1 W. E 
个 振动 周期 中 ,弹性 元 件 变形 的 最 大 势能 是 

U = 65 (00) а-а 
弹性 元 忻 的 振子 


ky 


Aem Au пФ 


AP 4 


变形 量 的 幅 值 。 
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在 一 个 变形 周期 中 , 耗 散 的 总 能 量 (转换 成 热量 ) 为 


AU = фо = Jk Ë (6 - 93) 


A... = А, + (6 — 94) 


Жон. А, DOSE RO RE. TL IG, fe Ee E STRE RI ES BE FE ( FG BX B3 
us eb 


4 
AU = km = 4k I 


> “а, (6 — 95) 


由 于 激励 力 的 幅 值 4. — ë , B DL 3408 JE, y Rü ІН, 88 u k 
中 所 耗 散 的 能 量 就 越 少 。 这 种 听 起 来 很 荒 记 的 结论 能 够 很 容易 进 
行 钴 释 : 机 械 系统 中 ,阻尼 的 影响 首先 是 改变 系统 的 平衡 性 能 ,在 
这 里 , 它 表示 共振 振幅 的 减少 。 阻 尼 的 第 二 个 影响 是 耗 散 能 量 。 
如果 弹性 元 件 在 强迫 变形 (如 偏差 补偿 联 轴 器 ) 的 状态 下 工作 , 屠 
么 变形 的 幅 值 是 一 定 的 ,因此 产生 的 热量 和 弹性 元 件 中 阻尼 的 大 
小 成 反比 。 


6.5 ” 隔 振 系统 的 动态 耦合 对 隔 振 效 果 的 影响 


6.5.1 隔 振 器 的 弹性 特征 


隔 振 器 是 具有 两 个 端面 的 弹性 (和 柔性) 元件 , 它 连 接着 被 隔 振 
牺 体 和 支承 平面 。 除 非 有 特殊 的 限制 ,弹性 元 件 可 以 在 任何 平移 
方向 或 转动 方向 阻碍 两 个 端面 之 间 的 运动 。 在 相对 较 低 的 频率 范 
围 内 ,振动 的 隔离 通常 非常 重要 ,此 时 弹性 元 件 的 质量 可 以 忽略 。 
然而 ,在 高 频 范 围 ,振动 的 传递 受到 弹性 元 件 内 波 共振 的 严重 影响 
(L 6.3 节 }), 因 此 ,在 这 种 情况 下 ,弹性 元 件 的 质量 必须 加 以 
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考虑 。 

弹性 元 件 可 以 阻碍 两 个 端面 之 间 的 运动 ( 力 )。 阻 得 这 种 运 
动 所 需 的 阻力 取决 于 两 个 端面 之 间 相 对 位 移 的 幅 值 和 方向 ,这 可 
以 用 刚度 参数 来 刻画 ;同时 还 取决 于 它们 之 闻 相 对 速度 的 大 小 和 
方向 ,这 可 以 用 阻尼 参数 来 刻画 。 当 弹性 元 件 为 金属 弹簧 (通常 
是 钢材 料 ) 时 ,它们 的 阻尼 可 以 忽略 不 计 , 所 以 ,此 时 通常 需要 有 
用 特殊 设计 的 阻尼 器 来 增加 阻尼 。 

一 般 说 来 ,将 力作 用 于 弹性 元 件 时 会 使 其 产生 变形 ,但 变形 的 
方向 与 力作 用 的 方向 并 不 完全 相同 。 在 原点 位 置 与 弹性 元 件 的 弹 
性 中 心 位 置 相同 的 任意 坐标 系 中 ,线性 弹性 元 件 的 弹性 特性 可 以 
用 36 个 刚度 常数 六, 来 表示 ,其 中 第 1 个 下 标 表示 力 ( 力 矩 ) 作 用 
的 方向 ,第 2 个 下 标 表示 在 力作 用 下 产生 的 平移 (转动 ) 方 向 。3 
+“ B” PENES А,Ь, k RT 247) VERE T E A a ERE , 弹 
性 元 件 在 该 轴 向 上 产生 的 变形 。6 个 “ 互 " 平 移 刚度 常数 koska, 
kb k ABO T 当 力作 用 于 某 个 轴 时 ,在 其 它 坐 标 轴 上 产生 
的 位 移 。3 个 “ 自 " 角 刚度 常数 ,kao ,大 分别 描 述 了 弹性 元 件 在 
X,Y,Z 轴 上 由 绕 该 轴 的 力矩 产生 的 角 位 移 。6 个 “ 互 ” 刚 度 常数 
GNE RE DET EESTI NEP ur E 
生 的 角 位 移 。 其 余 18 个 “ 互 ” 刚 度 系 数 表示 平 动 一 转动 位 移 之 间 
的 相互 作用 ,如 大。 有 等。 这些 刚 度 常 数 具有 互 易 性 , 即 
ЖЕТЕГІ; 


Е. = Е 


+ 
xy та? 


只 有 当 力 矢量 和 力矩 的 方向 沿 着 (或 者 绕 ) 弹 性 主轴 时 ,变形 的 方 
向 才 会 和 力 因子 作用 方向 一 致 。 性 意 一 个 对 称 轴 都 是 弹性 主轴 。 
弹性 主轴 之 问 是 相互 垂直 的 ,并 且 在 弹性 元 件 的 弹性 中 心 处 相交 ， 
因此 这 就 确定 了 弹性 元 件 在 隔 振 系 统 的 数学 模型 中 的 亿 置 ,该 位 
置 可 以 被 用 来 建立 系统 的 运动 方程 。 如 果 将 坐标 系 的 厌 点 置 于 弹 
性 中 心 ,那么 平移 /转动 " 互 ” 刚 度 系 数 将 会 消失 。 在 弹性 元 件 的 
ЕН, НЫН АҚАРАЛ, E ku =0。 和 如 果 令 弹性 主 
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k. 二 (6 - 96) 


РЕТИ 
та? 


BA XS P OR, ЗРЯ ВИЕ NA kk, k S POR 轴 的 角 
刚度 分 别 为 k..k..k ,并 且 弹 性 主轴 已.@.R ЖИН X Y LZ 2 HJ oe 
角度 的 余弦 分 别 为 4,, ,A,,,… 当 坐标 系 的 原点 和 设备 的 弹性 中 心 
重合 时 ,可 以 得 到 如 下 方程 组 


z 
k. ERA + А +E AL 


2 2 2 
к, = КА, ААА, 十 A, 


YY 


2 z 
k. = k.A, + ЕА +k A+ 


= 


kb, = K AnA t EAQAS t AAA, 


xy P P SP 9 r] Yg 
k. = kASQÀ, tk À A. * EAQA, 


k, = ЕА, „А. ВАА LA, HRALA 


Ty B YP ар T » нм 


(6-97) 
k. = REAL + oA + k À2 


F 


2 2 2 
kog = 4,А, + k A... + k À 


p** yr 
2 2 2 
k, = ЕА. А + EAS 


ka = kÀ À 


p^ ур 


* kA А 十 E, ASA, 


sq ^^ yg 
k. = КАА. + KAA, HEA An 


ka = hAQA, +Ё,А A + KA,A, 


РР p Ya" cq 


如 果 主 轴 和 主 刚度 已 知 ,可 以 用 方程 组 (6 - 97) sk TEE IS Ta = 2: 
用 不同 坐标 系 描述 时 的 刚度 。 或 者 用 该 方程 组 来 求 主 刚度 与 主轴 
的 位 置 ,值得 注意 的 是 ,只 有 5 个 余弦 信义 ,是 独立 的 '*1。 

虽然 这 种 方法 看 伏 繁 琐 , 但 我 们 必须 记 住 .上面 所 有 方程 都 是 
建立 在 坐标 么 原点 与 弹性 中 心音 合 的 假设 基础 上 的 。 然 面 , 对 于 
给 定 的 非 对 称 弹 性 元 件 ( 或 者 小 于 3 个 对 称 轴 /对 称 平 面 )? 而 言 ， 
弹性 中 心 的 位 置 未 知 ,因此 分 析 过 程 变 得 刘 为 复杂 。 

幸运 的 是 , 绝 大 多 数 实 际 隔 振 器 的 弹 人 性 元 件 至 少 有 一 个 对 称 
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Sit (B EROR RCOE NARAS AREA., [RISE ЕЛІМЕ 
ШЕН НЕДЕ ЕВУ А Раб EP RE D 38 — [a] BJ EB RE 482, E, 
可 以 近似 地 假设 弹性 元 件 的 弹性 中 心 位 于 几何 中 心 或 质量 中 心 。 
般 振 和 货 和 隅 振 系 统 的 角 刚 麻 是 一 个 非常 重要 的 参数 。 当 所 有 
的 隔 振 此 位 于 同一 平面 (如 水 平面 ?时 , 绕 某 一 个 水 平 连 的 角 刚 度 
НАР, Re Br e de К ЕГІ МІНЕР Ле. йк СІНІК ЕЕ РЕ, 
其 次 是 隔 振 器 的 第 刚度 。 第 一 个 因素 如 图 6 – 23 所 示 , 从 图 中 可 
以 看 到 梁 电 两 个 垂 向 刚度 分 别 为 六 M k. 的 陋 振 器 支承 ,在 力矩 M 
的 作用 下 ,两 隅 振 着 产生 的 垃 阿 变形 量 分别 为 & 和 4:。 梁 在 力矩 
M 的 作用 下 , 绕 中 心口 旋转 的 角度 为 os O Br T 38 E ,其 位 置 可 以 


6-23 Bi mpm SE KITE II fB КИ ВЕ 


和 通过 如 下 力 平 衡 方程 求 得 
ТТТ (6 - 98) 
" : A, a, k, 
А 0 的 力矩 平衡 方程 为 
(k.A,)a, + (k А, ла, = M (6 — 99) 
而 且 ,因为 a = Д,/а, = A,Za, ,有 
(k,aj +k aa = М (6 - 100) 
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或 者 k, = 一 = ka, + k, а (6 - 101) 


ШЕМ ГЕН НІНЕ ka Е ЯА, ВЯ 
BE 


чи 


k, = (k. Bk.) + (Еа +k a) (6 - 102) 
. 如 а П əсі 


除非 专门 给 隅 振 串 设计 较 太 的 角 了 刚度, 备 则 ,在 一 般 情 况 下 ， 
式 {6 -102) 的 第 一 项 与 第 二 项 相 比 通常 可 忽略 不 计 。 因 此 , 隔 振 
器 的 角 了 刚度 在 隔 振 系统 的 运动 方程 中 通常 不 作 考虑 。 

通常 ,假设 隔 振 器 的 阻尼 与 它们 的 刚度 成 正比 ' 1 ЖА 
便于 分 析 ,但 所 得 到 的 结果 却 不 一 定 正确 。 首 先 .这 种 描述 侈 人 忆 适 
ВРА СА ЕУР АОН КЕЕ. ВК Н Нг 
Et .金属 丝 网 以 及 其 它 非 线性 阻尼 特性 的 弹性 元 件 ,但 金属 弹 管 隔 
振 器 的 阻尼 非常 小 , 当 它 们 安装 了 黏 性 阻尼 器 后 ,公公 在 一 个 主 
( 轴 ) 方 向 十 起 作用 ,因此 ,在 这 种 情况 下 ,不 能 再 假设 阻尼 与 刚度 
成 正比 了 。 橡 胶 降 振 器 等 大 量 生 产 的 降 振 器 不 刀具 有 非 色 性 阻尼 
特性 (通常 ,阻尼 取决 于 振幅 , 而 振幅 因 隔 振 器 的 不 同 而 不 同 ,或 
因 隔 振 器 安装 方向 的 不 同 而 不 同 ) ,而 且 其 阻尼 在 各 个 方向 土 的 
变化 方式 和 刚度 的 变化 方式 也 完全 不 同 。 例 如 ,橡胶 弹性 元 件 受 
到 压缩 时 的 阻尼 与 其 发 生前 切 变形 时 的 阻尼 不 同 。 对 空气 弹 筑 而 
言 , 活 塞 运 动 方向 土 的 阻尼 很 大 (由 于 设计 造成 ) ,而 与 该 方向 垂 
直 的 方向 上 的 阻尼 可 忽略 不 计 。 


6.5.2 ЖВНЕ УА 


E F, АЕ 05 Pk АГЕ H TT 38 28 t. (Е TF Et BJ Ba De 
ARo E 6 -24 中 只 画 出 了 一 只 隔 振 器。 因为 图 中 所 示 的 坐标 
系 原 点 和 设备 的 重心 重合 , 隔 振 器 组 可 由 式 46 -97) 所 列 的 12 个 
刚度 系数 以 及 相应 的 阻尼 系数 来 刻画 。 该 系统 由 老 个 力 因 子 进 行 
y ,它们 可 以 分 解 为 沿 天 了 2 办 方向 的 3 个 力 分 量 FLLE,LE,, 
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АХУ. 2а ЫЗ d yE FE M, M, M.o ПМ, жан Ға 
础 的 运动 将 对 隔 振 器 产生 作用 (平移 运动 分 量 为 y А 
分 量 a ,Bj,yy) 。 为 了 方便 起 见 ,基础 运动 的 所 有 分 量 都 在 被 隔 振 
$ K BS A ba S HB X.V.Z 坐标 系 中 进行 定义 。 实 际 上 ,在 大 多 数 
重要 情况 下 ,优先 采用 的 坐标 系 都 是 自然 坐标 系 。 正 如 6.5.1 节 
所 述 , 这 些 隔 振 器 的 角 刚 度 可 以 忽略 不 计 。 如 果 不 考 虑 隔 振 器 的 
阻尼 ,被 隔 振 物体 重心 的 平 动 位 移 将 会 使 得 单个 弹性 座 架 在 方 
向 产生 的 力 为 -天 .fx -x,) ,£8 Y 8B 7ISRCB Zr 80 8 — Rx, — 
x,)a,, 8 Z S Cy rinl) BJ JE - Е. (х x,)a,, 互 耦合 的 刚度 
系数 为 上 .和 下, 它们 将 使 得 在 了 上 和 2 六 向 上 产生 的 力 分 别 为 
- k, (x, —x,) fll — k, (x, х), FI BE TE о 2j fl E P7 EB 23 0 
(ka, +k a.) (x, -x,) , dE B Jr ii E pe ^k 88922 87A. k.a,( x, - 
x,) TE y Jr I] КЕНЖЕ -k a, (x, - x) o 将 其 它 的 平 动 (了 
# Z Jr le] ) ЖЖ fü PF АЯ ( a By 2) 38 LE a PE r Ma 36 LS 
ЕЗІН R FE s ER ip] p , 且 不 考虑 阻尼 的 影响 ,运动 方程 的 矩阵 
形式 可 以 写 为 


图 6-24 > HB H # АЯ 
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y ú 
z|o cll eF] (6 - 103) 
а а; 

В В В, 

ў Y Yr 


ян. ТЕГІН Л/Л SERIE, 然而 .为 了 更 好 地 理 
解 隔 振 系统 的 解 碍 过程, 将 运动 方程 写成 如 下 形式 是 相当 有 
s gg? 
mä, + > k, m, + EA 十 了 + > (k.a, -k,a,)a + 
> (ва, + k,a,)B + > (ka, 一 ka.) Y 
=F. + > kx, + > ky, 十 > kom, + > (k.a, ~ k. a, ) a, + 
> (kat, + k..)B, + > (ka, 一 Еа, ) Y, 
[od -L.B -I ¥ + > (ka, -k,2,)x, + > (kua, — E a.) Y. * 
Y (жа, – Ёа), + У (kpa, + Е.а -25,а,4, + k..)a + 
> (k.a,a, + Е,,4,4,- k aa, - k. a; + kp 4 
> (kh, a a, + k,a,a, - k a.a, - kat, + kayd Y = 
М, + У (Е,а,- EA) x, 十 > (Eat, - к,,а,)У; 十 
> (k.a, 一 ka, )z, + > (k a, + Жа -25,а,а, + kala; + 
> (Е,а,а, + k,a,a, — k,a,a, - k. a; + k. Br + 
> (kaa, + kaa. - 5,,а,а,- к.а? + Е.) y; 
mF, + >》 kx, 十 У kx. + > kže + > (k,a, - k.a,)a + 
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У (ka, - k.a,)8 + S (ka, - ka) y = 
Е, + У Кх, + ен Jr УЕ, + У (Ea, – kG) os + 
У (Gua, – k.a,)B, + У (Еа, – Ёа); 
L Ë -Le - 1, + У (Еа, - ka), + 
У Ga, - k,a,) y, + 
92 (k e, - k,a,)z, + > (k,a,a, + k,a,a, 一 6,а,а, 一 
Еа? + kala + 
У (а: + ka -25, аа, +К,,)8 + 
Y (5,4,0, +Е.а,а, - kao, - ka + ka )y = 
M + У (ёа, a,)x, 十 " (к.а, 一 k,a,) y, 十 
Y Guo, – Жа, + У (Е.а,а, + k,a,a, - k,a,a, 一 
Жаа kaja, + 
У (kaa, + k,a, – 2k, a,a, + ka) B, + 


У (k aa, + k.a a - k,a,a, - ka, + ko, ) yy 


mz. +> kx, + Ç ky, + У kan, 十 > (k.a, - ka, a + 
У (o, - k.a,)B + У (k.a, – k,a)y = 


F. + kom, + n + У kan 十 Уа, – k,a,)a, + 
У (k.a, — ka.) B, + У (Ra, – ka) y, 
Ly -L8 - IË + > (kya, – Е.а). + 
> ha, - ka )y, + 
Y (Ga, - k.a,)z, + У (k.a,a, + k,a,a, - k,a,a, - 
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ha + Ek. )a + 
> Ch dd — k,a,a, - k a sa, 一 ka; + k, )Ë 十 
> (Е.а; + k, a? -2k a.a, th, )y = 
М. + > (kpi, - ka, ) x, * > (koa, U ka, )y, * 

> (Е.а, - к,а,)2; 十 

(tea + аа, -aa Бай + hes) ay + 

> (E, a.a, - к,а,а, - k u a, a, _ Е.а; + 5,28, 十 

> (ka, +k a, – 2k a.a, + k. )y; (6 - 104) 
式 (6 -104) 中 的 5 个 运动 方程 全 面 地 描述 了 这 个 六 自由 度 系 统 。 
显然 ,该 系统 有 具有 6 个 自然 频率 。 从 式 {6 -104) 可 以 看 出 ,所 有 
的 举 标 是 动态 耦合 的 。 这 意味 着 外 力 或 者 力矩 在 天 .了 .Z 坐标 轴 
上 的 任何 分 量 ,以 及 基础 平 动 和 转动 的 任意 分 莉 在 一 般 情 况 下 都 
会 使 被 隔 振 物 体 在 所 有 上 坐标 方向 上 产生 位 秘 。 同 时 ,被 隔 振 物体 
的 平 动 和 转动 在 任意 坐标 上 的 分 量 都 将 产生 力 ( 力 和 矩 ) 并 使 基础 
在 所 有 举 标 方 同 上 产生 位 称 。 这 种 全 局 灶 合 在 许 包 重要 场合 都 是 
应 该 避免 的 ,同时 ,在 系统 的 综合 计算 和 优化 过 程 中 也 不 希望 发 生 
上 述 现 象 。 在 某 些 情况 下 , 仅 当 弹性 元 忻 ( 隔 振 器 ) 在 某 些 轴 向 具 
有 很 大 的 阻尼 时 ,可 能 希望 坐标 之 问 出 现 碍 合 , 从 面 增加 其 它 坐 标 
办 方向 上 的 阻尼 。 

坐标 之 间 的 耦合 所 带 来 的 危害 是 :在 某 些 隔 振 情 况 下 ,要 求 系 

统 最 大 的 自然 频率 小 于 激励 力 的 频率 范围 , 而 不 考虑 它们 的 方向 。 
当 隔 振 系 统 中 的 6 个 自然 振动 模 态 产生 了 强烈 的 耦 台 时 , 则 需要 
将 所 有 的 目 然 频率 减 小 ,因此 要 求 隔离 器 的 刚度 非常 小 ,这 将 导致 
系统 产生 剧烈 的 摆动 。 有 时 称 这 种 状态 为 系统 失 稳 ,但 从 严格 意 
父 土 讲 这 是 不 准确 的 。 无 论 是 对 振动 敏感 设备 还 是 对 产生 振动 的 
设备 面 言 ,情况 都 是 如 此 。 这 种 全 局 耘 合 系统 的 计算 分 析 非 常 复 
ЖЕ ,部 分 原因 是 必须 对 所 有 激励 的 频谱 特性 进行 识别 ,并 将 
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它们 输入 到 系统 模型 之 中 。 
提高 隔 振 系统 人 性 能 最 有 效 的 方法 之 一 是 消除 或 至 少 减 小 系统 
中 坐标 之 间 的 动态 确 合 。 这 将 简化 对 系统 自然 频率 的 计算 并 使 得 
不 邮 设 计 和 参数 对 自然 频率 和 和 模 态 的 影响 变 得 更 清晰 ,并 且 有 可 能 
在 不 需要 大 幅度 减 小 隔 记 器 刚 遮 的 前 提 下 使 系统 的 自然 闫 率 靠 得 
很 近 ( 增加 较 低 的 日 然 频率 , 碱 少 较 高 的 自然 频率 )。 如 果 在 基 些 
特定 的 振动 神态 之 间 不 产生 精 合 ,那么 可 以 坦 高 系统 的 性 能 。 例 
如 , 当 在 垂直 方向 上 存在 高 强度 的 激励 并 且 被 隔 振 物 悼 在 水 平方 
向 对 钴 动 很 敏感 时 ,垂直 方向 和 水 平方 向 之 问 就 必须 消除 相互 
ағы. 
W, ^P Ek. TER ЕЕ BA РЕ ІЛЕ SE sr if zü (6 - 104) 3E 18 
到 。 这 些 方程 虽然 是 在 自然 坐标 系 中 列 出 的 ,但 适用 于 任意 状态 
TÉR RR. BRT 5.4.3 节 中 所 讨论 的 倾斜 安装 这 种 特例 以 外 ， 
隔 振 器 通常 具有 对 称 平面 ,此 时 它们 的 主轴 平行 于 自然 坐标 轴 。 
加 时 ,除了 某 些 特殊 情况 , II IP RI E yp n) ВЕЛ TF, Hd 
此 


жол Ok = Қ, = k, = kg = k. = Аа, = Ü 
(6 - 105) 
基于 二 述 假设 ,名 上 略 每 个 惯性 积 , 将 式 (6 — 104) FE A 


m, 7 k, (x, -х;) + 2 Еа (B - Bj) - 
2 ka, Cy 7 yp) = F, 

Lg -Y ка, (у. - уу) + У ka, — z) + 
j j 
> (ka, +k, a, ) (а-о) – 
j 


92 k.a, 0, (8 С 8» б 2 k,a, a. ( Y- yp) u M, 
I і 
233 


ту, + > k. (y, 一 Yr) 一 > ka, (x _ a, ) * 
J і 


У ka Су т yp? - F, 
j 


LB +> ka, (x, x) - > ba. (z. - aj) - 
j j 
2, Е5,а,а,(а-а,) + (6 - 106) 
> (k az + 6,0.) (B - B,) - > каа, Су – ур) = M, 
mz, > (2-25) + > Еа (а-а) — 
7 7 
2. k aa (В - Bj) = F, 
Ly - > 5а, (z, 20) + > ka. (y, Ур) - 
> Еа, а, (a - «,) - 
> ha a, (B - В,) + 2. (Аа, + Еа.) (у - ү;) = M, 


ACG – 106) 5 om Br 38 BS 6 + AE bF dr E ЖОНН. 
ІҢ s PLA GI BE bK Es fe VETE n F Boi ( Pr 2 8 Зр ОЙ [e] PF НІ 
以 如 有 此) , 即 所 有 陋 振 器 都 布置 于 水 平面 内 ,或 者 


a, = 常数 (6 - 107) 

此 外 ,如 果 满 足下 列 条 件 
2,54, = 0, 2,8,4, - 9 (6 - 108) 
BB 2, , ОВУ АУ (2) НЕ A8 OKE E НЛ m) Z fal 38 


^uASBO. 
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通过 选择 每 个 隔 振 器 的 刚度 系数 ,可 以 用 多 种 方法 来 满足 式 
(6 - 108)。 最 自然 的 方法 是 使 重 W 的 物体 的 质量 分 布 在 安装 点 
之 间 ,并 使 用 刚度 与 重量 W{ 指 作用 在 第 ; 个 安装 点 的 重量 ) 成 正 
比 的 隔 振 器 。 实 际 上 ,因为 距离 a,、a, 都 是 从 重心 处 测量 得 到 ,所 
以 如 果 式 (6 - 108) 中 的 每 个 玉 都 由 到 来 代替 ,那么 ,该 式 便 成 了 
一 个 恒等式 。 

因此 ,如 果 第 7 个 隔 振 器 或 座 架 的 垂 向 刚度 所 和 垂 向 反作用 
H R, = W WERD EEE REOR) 成 正比 , 则 有 


k. = ARA = 常数 (6 – 109) 


那么 可 以 满 起 式 46 ~ 108), УЕН e 3⁄9 Pk ZE ЗЕН 
Х—2.1—2 内 力矩 平衡 。 
WE P xx BS AR FE BOTE SI E 


> ka. - 0, 2 ka, = 0 (6 - 110) 
Í i 


那么 , 沿 着 Z 轴 和 绕 Z 办 的 (坐标 为 和 7) 振动 不 会 产生 耦合 。 
AT ROSE TF BUE I8 De: SEDE IR. k, k, kk БК, КАВ Y WS iE A 
(6-108) 以 外 ,还 可 以 满 忠 上述 所 有 去 件 。 另 外 ,如 果 满 号 如 下 
ж 


by 5,а,а, = 0 (6 – 111) 
了 


35 (6 -106) 可 以 分 解 成 对 应 于 坐标 z 和 >y 的 两 个 独立 方程 和 对 应 
于 x-~ 且 和 7-e 的 两 对 硝 人 台 方 程 。 当 被 隔 振 物体 至 少 存在 一 个 对 
称 平面 时 , 式 46 -111) 总 是 满足 的 。 如 果 卫 振 器 所 在 平面 包含 有 
重心 ,或 者 

а = 0 (6 – 112) 


XE RIELZE— И. 0325 (6 7110) ~- 式 (6 -1L2) 都 满足 时 , 沿 所 
有 坐标 方向 的 振动 都 是 独立 的 ( 解 艳 )。 当 被 隔 振 牺 体 不 直接 和 
3b rir S PS i Je f A Hi ED PE EH Е d n, fo EUH T В ТЕЗЕ UT 
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向 土 的 位 置 ,因此 式 (6 - 112) ИЗ НАНЫ EE AB, Rj 4 R FE 
ЕЕЕ КЕРИ НАМЕ. ЖЕТЕ T, Ва De ss H| 
以 用 特定 的 支架 支承 在 重心 位 置 ,即使 没有 采用 惯性 块 。 取 得 这 
种 效果 的 另外 一 种 方法 是 在 *-z 和 y-z 平 面 土 采用 倾斜 布置 的 
隔 振 器 ( 见 5.4.3 节 )。 如 果 在 a 或 者 8 方向 的 角 刚 度 值 (在 式 
(6 -106) 中 被 忽略 } 非 常 大 (如 在 这 些 方向 上 使 用 了 导 柳 或 者 使 
用 了 角 刚 度 很 大 的 隔 振 器 ) ,那么 x Жу AE ER с ISI GE BE SC ВЯ Я. 
这 样 就 能 非常 简单 地 阻止 扭转 振动 的 产生 。 

根据 式 46 —110) ~ 式 (6 -112), 可 以 独立 地 选择 所 有 的 自然 
频率 。 有 时 为 了 减少 6 个 目 然 频率 (或 者 是 更 小 的 数目 ) 所 在 的 
范围 而 使 所 有 自然 频率 几乎 相等 ,这 被 认为 是 非常 理想 的 。 但 是 ， 
庶 该 意识 到 ,自然 频率 之 间 靠 得 太 近 将 会 增加 动态 耦合 发 生 的 概 
率 。 自 然 频率 都 相等 时 , 隔 振 系 统 的 自然 频率 (或 模 态 ) 在 本 质 圭 
可 以 用 来 表示 隔 振 系统 中 全 部 的 了 于 系统。 在 5.4.1 节 中 列举 的 三 
质量 线性 系统 表明 , 当 子 系统 之 间 的 自然 频率 相互 接近 时 , 子 系 统 
之 问 动 态 耦 合 的 概率 o 会 了 迅速 增加 。 隔 振 器 的 非 线 性 因素 也 会 
引发 动态 看 全 ,这 在 茶 种 程度 上 是 难以 避免 的 。 在 采用 线性 系统 
不 会 产生 耦 人 台 的 情况 下 ,如 果 采 用 非 线 性 系统 却 能 使 各 个 模 态 之 
间 出 现 耦 合 ,即便 是 非 线性 很 弱 . 情 这 也 不 容 乐 观 , 特 别 是 当 各 个 
自然 频率 非常 接近 时 ,更 容易 发 生 模 态 耦 合 ,如 果 自 然 频 率 相 等 ， 
那么 系统 的 耦合 便 是 必然 的 了 。 

虽然 初 看 起 来 式 (5 -109) 是 一 种 简化 的 直接 方法 ,但 情况 并 
非 如 此 。 让 我 们 来 仔细 研究 两 种 经 常 使 用 的 陋 振 器 所 需要 满足 的 
ЖА: 刚度 不 变 隔 振 器 ;多 自然 频率 不 变 (CNF) 隔 振 器 ,在 额 
定 的 载荷 范围 内 ,该 帆 振 占 的 轴 向 ( 垂 向 ) 刚 度 和 轴 疝 (重量 ) 载 荷 
成 正比 。 

(1) 如 果 采 用 了 刚度 不 变 的 隔 振 右 ,那么 所 有 隔 振 器 总 的 垂 
向 刚度 (z 方向 ) >k, 由 z 方 向 上 所 期 望 的 自然 频率 来 确定 


1 [2,5 
f, = xx UM (6 — 113) 
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te "符号 反映 了 在 强 斐 合 系统 中 , 模 态 之 间 的 相互 作用 。 对 
单个 隔 振 器 的 选择 来 说 ,应 该 知道 各 个 安装 点 之 间 的 重量 分 布 ,这 
样 可 以 使 所 选用 的 隔 振 器 刚度 系数 与 安装 位 置 处 的 载荷 成 正比 。 

确定 重量 分 布 的 第 一 步 是 在 水 平面 内 确定 重心 的 位 置 。 除 了 
少数 具有 两 个 垂直 对 称 平面 或 者 一 个 对 称 垂直 轴 的 情况 外 ;重心 
位 置 可 以 通过 试验 来 确定 ,也 可 以 通过 详细 的 图 纸 进行 计算 。 

采用 试验 方 靶 来 确定 仪器 或 者 其 它 小 型 或 轻型 对 象 的 重心 是 
RIITA U^ ,但 对 重型 机 械 来 说 ,用 户 便 不 能 使 用 其 中 任何 一 种 方 
法 来 确定 其 重心 ,并 且 制 造 商 仅 仅 在 特殊 情况 下 才 给 出 有 关 产 品 
重心 的 信息 ,如 大 规模 生产 的 汽车 发 动机 等 。 通 常情 况 下 ,重心 的 
位 置 由 用 户 通过 “专业 判断 "来 确定 ,至 少 有 +(10 ~ 15) 96 ія 
莽 。 在 许多 情况 下 ,特别 是 对 具有 重型 运动 部 件 (如 工作 平台 、 台 
架 等 } 或 者 对 工件 质量 变化 范围 很 大 的 专用 机 床 面 言 ,重心 的 位 
前 能 够 发 生 很 大 的 变化 ,并 且 还 需要 考 虚 前 面 所 提 到 的 结构 误差 。 
例如 ,对 于 六 和 角 车 床 而 言 ,两 个 安置 位 置 之 间 的 质量 分 布 情况 取决 
于 回转 刀 架 的 位 置 '"，。 

当 重 心 位 置 确定 后 , 静 定 状态 下 的 所 谓 “ 运 动 学 安装 " ,也 就 
是 被 隔 振 物体 安装 在 3 个 支承 体 ( 隔 振 器 ) 时 的 质量 分 布 (安装 点 
处 友 作 用力) 情况 可 以 由 计算 唯一 确定 。 实 际 上 ,大 多 数 的 工业 
设备 以 及 仪器 的 支承 点 都 天 于 3。 为 了 计算 出 在 超 静 定 状态 下 确 
切 的 重量 分 布 情况 ,必须 已 知 或 者 假设 一 些 附加 条 件 。 

一 个 假设 是 物体 和 机 座 ( 或 基础 ) 的 安装 表面 具有 绝对 刚性 
(或 者 至 少 要 比 陋 振 器 硬 ) 并 且 平 坦 ,基础 是 水 平 的 。 因 此 ,所 有 
的 反作用 力 相 等 

Н. - 


了 


ME (6 - 114) 
ee f 

rR: n 是 安装 世 阐 (或 了 关 振 器 ) 的 个 数 ; 有 是 对 象 的 总 重 。 虽 然 当 

各 个 安装 位 置 到 重心 的 距 商 相差 不 大 时 ,上 述 假 设 成 立 , 但 如 果 安 

e E ЕН CF on кізе) НИ ТЕ Т EJ E JE ШАН H; BOE 
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жане, ЛАРЫН < ЗО Sh S B BUR AER BA ETE LA 
而 改变 载荷 的 分 布 。 如 果 某 一 个 区 域 或 某 一 座 架 的 表面 刚度 降 
低 , 也 会 产生 与 上 述 情况 类 似 的 后 果 。 

如 果 各 个 安装 位 置 和 重心 的 距离 相差 很 大 ,那么 式 (6 — 114) 
不 成 立 。 例 如 ,图 6 -25 中 有 4 个 安装 点 ,假设 R, = R..R, =R, 
如 果 b, Rl 5, 相差 很 大 , 则 有 

Б, b, 
2(8 € 5) = PX, +ъ,) 


R, = R, = W 


(6 - 115) 


如 果 安 装 表 而 平整 度 不 够 ,或 者 安装 表 而 的 某 些 区 域 的 刚度 减 小 ， 
那么 这 种 质量 分 布 也 会 发 生变 化 … 。 质 量 分 布 不 确定 的 另 一 个 
原因 是 由 于 机 器 设备 中 重型 部 件 的 运动 ,或 者 机 床 以 及 坐标 测量 
仪 上 工件 质量 发 生 较 大 变化 所 造成 的 。 据 保守 估计 ,由 于 上 述 原 
因而 使 得 安装 点 之 间 质 量 载 荷 的 分 布 变 化 至 少 达 335%, 


6-25 座 架 的 典型 布置 图 


在 确定 重量 载荷 的 分 布 情况 以 后 ,需要 选择 满足 式 (6 — 109) 利 
式 (6 -113) 的 合适 隔 振 器 。 市 场 土 同一 系列 中 相 邻 规格 的 隔 振 恬 
的 静 刚 度 系 数 比 约 为 1. 5 ~2.0, 舰 船上 使 用 的 隔 振 器 的 该 比值 约 为 
1.2 -2.0'7! ,因此 可 以 假设 平均 比值 为 1.6。 然 而 ,通常 情况 下 ,由 
于 同一 系列 中 相 邻 规格 的 陋 振 器 分 别 采 用 了 不 同 硬 度 的 橡胶 材料 ， 
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БЕП ШЕТІН 天 ,相差 很 大 ,在 1.5-~-4.0 在 之 间 。 因 
此 ,可 以 保守 地 假设 该 比值 为 上 1.5。 

LES d Li ,通常 情况 下 ,橡胶 和 硬度 误差 的 容许 范围 
是 +5 个 硬度 单位 ,这 等 价 于 它们 刚度 变化 夺 17%。 

考虑 到 所 有 的 不 确定 因素 ,并 根据 所 计算 或 假设 的 质量 载荷 
分 布 情况 ,选择 的 隔 振 器 的 刚度 散布 至 少 为 名 义 刚 度 的 +1.15x 
1.35 хіІ.б6хі.5х1.17- +4.3 售 。 这 意味 着 如 果 使 用 刚度 不 变 
的 隔 振 器 ,即使 是 作 了 某 些 近似 ,也 不 能 满足 式 (46 - 108) 的 条 件 。 

(2) 定 自 然 频率 (CNF) 隔 振 器 具有 特殊 的 非 线性 载荷 一 变形 
特性 ,此 时 ,刚度 和 作用 在 出 振 器 上 的 载 葵 成 正比 。 在 实际 应 用 
中 ,CNF 隔 振 器 在 各 个 方向 上 的 刚度 值 各 它 在 主轴 方向 上 的 载荷 
( 重 基 载荷 ) 成 正比 ,如 式 (t6 -109) 所 示 。 对 市 面 上 能 买 到 的 СМЕ 
BA fas i] = ,这 个 比值 不 超过 + 上 (10 ~ 15) 6, HR RE BE RE ЕКЕ т 
会 明显 地 影响 СМЕ 隔 振 器 的 特性 。 因 此 ,使 用 СМЕ Bš fas BB Wi 
足 式 46 -108) 的 解 耘 要 求 , 旦 刚度 散布 的 范围 不 会 超过 + (1.1 -~ 
1. 15) f& , A ifr Æ DISC HAERES 

当 坊 振 器 一 -无 论 是 定 刚 度 隔 振 器 还 是 定 自然 频率 隔 振 
恬 一 一 的 弹性 材料 具有 动 刚 度 恢 赖 于 振幅 的 特性 时 如 金属 网 
经 .钢丝 强 以 及 一 些 橡胶 混合 物 ) ,由 于 不 同 的 安装 位 置 会 产生 不 
同 的 振幅 ERE Ў e ax D p TERR Eb IRL RH Ge 


6.6 WRAP HIERE 


5 e R BT ERER HR; E sh 731 5 RR ВОЗЕ PE — É ТЕ 
ERR КЕЗЕН EE. ЖАП, АНЕ ИНЕ EARRA, A 
燃 机 等 ) 以 及 对 车 辆 .航天 设备 整体 进行 隔 振 ,其 稳定 的 振幅 通常 
比 它 们 的 静态 变形 小 得 多 。 相 应 地 ,在 小 振幅 情况 下 ,考虑 非 线 性 
效应 后 每 到 的 结果 与 用 线性 近似 化 方法 得 出 的 动力 学 分 析 结 果 相 
差 不 大 。 但 是 ,在 某 些 情况 下 LIA UE AER PE DS E PLE a HE ECC 
中 :例如 , 当 隔 振 系 统 承受 高 强度 瞬时 脉冲 激励 时 ,需要 用 到 缓冲 
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ЗЕ, DK M 5] АА ЕЯ: TE JW МН JE dE ЕН ЕН, 2 p= 
生 如 次 谐 波 共振 ЛЕҢ ЗЕ РЕЗ Лу; J dE #8 PE ES] ЖУН, 
振 系 统 中 有 可 能 出 现 附加 的 坐标 耦合 。 

上 面 所 说 的 “ 非 线性 "主要 是 指 晤 振 器 载荷 一 变形 特性 中 的 
非 线 性 特性 (静态 非 线 人 性)。 面 其 它 类 型 的 非 钱 人 性 是 指 隔 振 器 的 
有 效 刚 度 积 阻 尼 相 对 于 振动 频率 和 振幅 的 非 线 人 性 特性 。 对 振幅 的 
信赖 性 是 橡胶 材料 的 一 种 特性 , 阁 在 隔 振 器 中 使 用 了 库仑 麻 撩 连 
ЖОН ,也 会 呈现 出 对 振幅 的 依赖 性 。 刚 度 和 阻尼 对 频率 和 振幅 
的 依赖 性 是 隔 振 器 设计 中 常用 的 橡胶 和 塑料 的 典型 特征 。 各 种 类 
型 的 “动态 非 线 人 性 "特征 (对 振幅 和 频率 的 依赖 性 ) 在 任何 幅 值 范 
围 都 是 非常 显著 的 。 

文献 [18] 给 出 了 一 种 带 缓冲 器 的 也 振 系 统 的 综合 设计 方法 。 
根据 这 种 方法 设计 出 来 的 隔 振 器 除了 能 减 小 确定 性 的 振动 力 以 
外 ,还 能 够 承受 剧烈 的 瞬时 冲击 。 文 献 118] 中 的 实例 为 一 个 能 产 
生 约 60Hz 简 谐 激励 力 的 空 斥 机 的 下 振 。 此 时 必须 将 激励 力 套 减 
15 入 才能 保护 相 邻 的 精密 设备 ,因此 ,需要 采用 一 个 自然 锋 率 相 
对 较 低 的 小 阻尼 及 挂 装置 。 此 外 ,该 系统 还 必须 能 够 承受 外 界 环 
境 施加 的 剧烈 冲击 ( 幅 值 为 50g .持续 时 间 为 18ms 的 锯齿 状 脉冲 ) 
以 及 在 频率 范围 0 ~ 2000) Hz 内 ,加 速度 为 16. 6g( RM5) ӘНІМ 
声 《 所 要 求 的 测试 参数 见 文 献 [19])。 为 了 使 传统 的 线性 隔 振 峰 
能 满足 上 述 要 求 ,必须 使 弹性 元 件 ( 弹 入 ) 产 生 非 常 大 的 变形 ,这 
是 不 能 接受 的 。 而 推荐 的 方法 是 只 人 允许 隔 振 器 仅 产 生 足 以 保护 精 
密 位 器 的 动态 变形 。 为 了 满足 这 种 严格 的 测试 条 件 , 被 思 振 物体 
《压缩 机 ) 需 要 与 制度 相对 较 大 的 商 阻 尼 缓 冲 关 相连 接 。 因 此 ,在 
高 强度 冲击 激励 时 ,系统 刚度 变 得 更 大 ,并 成 为 了 一 个 具有 强 非 线 
性 特 人 性 的 振动 一 冲击 系统 。 文 献 [18 | 的 研究 表明 ,通过 使 下 列 指 
标 最 小 化 可 以 使 该 系统 具有 最 优 的 动态 性 能 ( 量 低 的 超载 ) 。 


П = XX = vto (6 — 116) 


ЖХ ОХ 分 别 误 示 以 速度 冲击 缓冲 器 后 (包括 被 缓冲 器 反弹 
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回来 的 过 程 ) 对 象 的 最 大 速度 和 最 大 加 速 庶 ; 殉 (5) 为 缓冲 器 阻尼 
Hi o Pe , 当 缓 冲 器 的 阻尼 比 为 s=0.4( 损 耗 因子 为 vang =0.4.、 对 
ЖЗА 521. 29) В), АЙНАНЫ / МН. 

合用 最 广泛 网 具有 非 线 性 特性 船 隔 振 器 是 自然 频率 不 变 
《LNF) 隔 振 器 , 见 6.5 节 。CNF 隔 振 器 具有 的 载荷 一 变形 非 线性 
特性 从 许多 方面 看 都 能 起 到 积极 作用 。 这 种 隔 振 器 和 秦 了 对 隔 振 系 
统 中 不 同 振动 模 态 进行 解 辑 外 ,还 对 制造 过 程 中 的 缺陷 不 太 役 感 ， 
因 面 其 特性 能 被 更 精确 地 确定 。 由 于 这 种 隔 振 器 的 刚度 可 以 随 载 
荷 的 变化 在 一 个 非常 宽 多 范 围 内 进行 变动 ,所 以 它们 能 够 进行 
“ 自 缓 济 ”, 其 性 能 和 前 面 所 描述 的 缓冲 髓 相当 或 者 更 好 一 些 。 非 
线性 隔 振 器 男 一 个 有 趣 鲍 特点 是 当 它 的 振幅 很 大 时 , 隔 捧 系统 的 
幅 频 特性 曲 组 会 发 生 弯 山 , 如 图 4-11 所 示 。 这 种 效应 使 得 不 塔 
韦 系 统 虽 尼 , 也 会 鸽 得 共振 振幅 值得 到 一 定 程 度 的 抑制 。 

非 线性 隔 振 系统 的 研究 和 应 用 受 眼 于 非 线 性 动力 学 的 研究 进 
展 ,因此 总 的 来 说 还 处 于 探索 阶段 |。 

此 外 ,在 高 强度 激励 下 , 非 线 性 隅 振 系 统 中 会 出 现 次 谐 波 振 
动 . 契 谐 波 振动 得 汪 ( 见 第 4 章 ) ,只 去 应 用 适当 ,也 可 以 起 到 好 
的 阳 振 效果 。 和 针对 线 谐 是 艇 艇 水 声 隐身 性 能 的 主要 危害 并 难以 消 
除 这 一 情况 ,楼 京 使 等 利用 非 线 性 隔 振 系统 出 现 混 注 时 功率 谱 呈 
现 连 续 谱 并 下 降 这 一 特性 ,提出 了 可 应 用 于 舰艇 结构 噪声 线 谐 挫 
制 的 混沌 隔 据 方法 "2 。 

舰艇 辐射 水 噪声 一 般 分 为 两 类 :一 类 是 纯 频 噪声 ,其 频谱 为 线 
谱 ; 另 一 类 是 宽带 噪声 ,其 频谱 为 连续 谱 。 艇 艇 辐射 噪声 谱 通 常 是 
连续 谱 和 线 谱 的 组 台 , 如 团 6-26 所 示 。 枸 成 租 艇 辐射 噪声 的 5 
^ dE ESO (0 HURREE; D REK EHRE; O 艇 壳 的 全 
局 共振 引 超 的 噪声 Ф) NIME ICD 空 稳 噪声 。 前 3 个 噪声 源 产生 
Вр EARME ,在 辐射 谱 中 表现 为 线 谐 ,后 2 个 本 质 上 
为 宽带 唱 声 。 机 械 跟 声 颇 率 范围 一 般 为 10Hz ~ 1 kHz, EE [3E ИТ 
率 一 般 为 {10 ~560}Hz, 但 在 特殊 情况 下 可 达 ?kHz, 螺旋桨 品 声 一 
般 低 于 100Hz, 而 空竹 噪声 和 流 噪 声 一 般 在 10kHz 以 上 。 因 此 机 

263 


屋 噪 声 的 频率 覆盖 了 惰 、. 中 、 高 频带 , 且 位 于 一 般 声 山 比较 敏感 的 
频率 范围 内 。 舰 艇 辐射 唆 声 的 谱 特征 随 着 艇 艇 航速 的 变化 而 变 
化 。 在 高 速 航行 时 ,宽带 喀 声 在 辐射 只 声 信和 号 中 占 主 要 成 分 ,而 低 
速 时 EI UTE EAE En c BLAST UL BER pi EE MEG SL , i 
ШЕН ЕЕ», ЕНГ ELARI ЕЕЕ, 


功率 谱 
功率 谱 
功率 谱 


(а) (b) (c) 


6-26 舰艇 辐射 噪声 谱 是 连续 谱 和 线 谱 的 组 合 
(a) HM, (b) IEEE, (с) 实际 舰 秀 噪声 谱 。 

舰艇 要 械 设备 的 功率 和 惯性 都 相当 大 ,工作 条 伞 比 较 稳 定 , 所 
忆 由 其 产生 的 线 人 一 有 很 高 的 强度 和 稳定 度 。 现 场 测量 表 曲 ,舰艇 
线 谱 强度 与 附近 连续 谱 ІНЕ 内 会 有 的 功率 相 比 ,有 的 可 超出 
(10 ~25)dB ,稳定 时 间 达 到 10min PI EU, eR E EP ERR E S 
能 量 增 加 了 舰艇 的 可 探测 性 , ІНЕ ЕРО SES SL ,也 是 
反光 设备 进行 目标 参数 个 讨 和 类 型 识别 的 重要 依据 。 俏 如 ,精密 
Hb dll se Ze 3$ 59 ЕРЕН 3C 4T HR ga , НІ pl Ah iE El br HR EE B oz 5) 
参数 。 线 谱 一 般 集 中 在 低频 段 ,而 低频 品 声 在 水 中 传播 得 更 远 。 
此 外 ,辐射 虹 声 中 的 线 谱 分 布 对 每 一 条 舰艇 来 说 是 一 定 的 。 因 此 
线 谱 成 了 现代 被 动 声呐 在 水 声 对 抗 中 检测 、 跟踪 和 识别 目标 的 主 
要 特征 信号 ,是 舰艇 水 声 隐 身 性 能 的 主要 危害 。 

三 振 是 控制 舰艇 动力 机 械 振 动向 船 打 传 递 的 最 常用 手段, 目 
前 的 哺 振 系统 都 是 按 线 性 理论 诊 计 的 ,假定 踢 振 器 的 刚度 是 线性 
的 。 线 性 哺 振 系统 对 较 宽 频率 内 的 振动 有 隔离 效果 ,但 对 线 谱 的 
隔离 能 力 有 限 ,因为 系统 对 各 频率 成 分 的 隔离 效果 基 按 一 定 比 例 
来 分 配 的 ,而 不 能 突出 对 其 一 线 谱 的 隔离 。 此 外 ,线性 系统 具有 频 
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率 保持 性 , 即 不 能 改变 舰艇 辐射 水 噪声 的 频谱 结构 。 

由 于 线性 隔 振 系 统 的 不 尽 人 意 之 处 ,人 们 开始 考虑 非 线 性 隔 
振 装 置 , 俱 始终 限于 周期 运动 的 研究 额 域 。 例 如 ,B. Ravindra 等 用 
谐 波 平衡 法 求解 了 具有 线性 阻尼 .库仑 阻尼 . 非 线性 硬 特 性 立方 弹 
性 恢复 力 的 非 线 性 隔 振 模型 和 同时 考虑 弹性 非 线 性 和 阳 尼 非 
ТЕН НЕСІ ,对 这 些 系 统 在 谐 波 激励 作用 下 的 响应 .稳定 
性 .传递 率 进行 了 斌 究 。 以 往 尽 管 对 利用 混沌 振动 研制 混沌 激 握 
机 械 作 了 许多 工作 名 2 , 却 扰 略 了 激 振 与 隔 振 是 振动 的 两 极 ,在 
开发 利用 滥 沌 激 振 的 可 行 性 被 证 实时 ,很 少 对 工程 中 人 经常 遇 到 的 
陋 振 问题 利用 混沌 性 态 开 展 更 有 效 的 工作 。 虽 然 文献 [32 ~ 341] 
也 谈 及 了 非 线性 振动 系统 中 的 混沌 ,但 与 其 说 是 研究 随 振 问题 ,还 
不 如 说 是 研究 混沌 现象 。 实 际 上 混沌 振动 所 其 有 的 一 些 特性 ,可 . 
应 用 于 舰艇 动力 机 械 的 振动 控制 。 一 方面 灌 沌 陋 振 系统 能 够 改变 
系统 输出 的 频谱 结构 ,从 而 政变 舰艇 辐射 水 声 的 频谱 结构 ; 另 一 方 
面 它 还 能 使 单 频 输 人 产生 宽频 输 册 , 即 把 集中 士 某 一 频率 的 能 量 
分 散 到 较 宽 的 频带 上 ,从 而 最 大 限度 地 消除 舰艇 辐射 水 声 中 的 线 
谱 成 分 。 

自从 Ueda 首次 发 现 非 线性 振动 系统 中 的 混沌 现象 以 来 , 倍 周 
期 分 盆 补 公认 为 是 通 向 混沌 的 主要 途径 之 一 。 在 通 向 混沌 的 倍 局 
期 分 岔 道 路 中 功率 谱 具 有 标 度 性 , 记 信 周期 分 倪 前 的 功率 谱 为 


Р(п) , 倍 周 期 分 岔 后 的 功率 谱 为 P(n +1) , 则 (Б) Š 


1З.214В, Іру ЕЛАР 6 – 27 B zx , E rh B de £x PL 36 BE 
离 的 。 该 图 表示 每 经 过 一 次 倍 周期 分 岔 ,系统 响应 中 出 现 的 新 线 
谱 与 前 一 次 分 贫 中 的 线 谱 成 分 构成 功率 谱 强 度 相 对 低 13.21 dB 
的 线 谱 序 列 , 所 以 当 n 很 大 时 , 即 系 统 出 现 混 涡 运动 时 (其 中 有 到 
限 个 周期 运动 ) ЖИЕ iR BET MEJR RS ЖЕНА ph Bj , 213 
谱 变 成 了 连续 的 宽 谱 上 如 图 6-28 所 示 ) ,这 样 不 仅 特 征 线 谱 成 分 
A Y C KHP SS, WE EAR HT RAR. ЛАВЕ KR 
点 来 看 ,原来 集中 在 激励 频率 处 的 能 量 分 布 介 较 宽 的 频带 上 .这 
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就 是 
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第 7 音 隔 振 效 果 评 估 指 标 


隔 振 的 目的 是 为 了 三 小 振动 的 传递 。 对 于 十 程 实 践 中 具体 的 
隔 振 设计 而 言 ,人 们 最 关心 的 无 疑 基 通过 隔 振 ,被 保护 对 象 的 振动 
量 级 获得 了 多 大 程度 的 衰减 或 控制 。 在 陋 振 设计 时 ,对 系统 的 结 
构 参 数 优 化 设计 一 般 是 几 绕 隔 振 效率 展开 的 。 因 此 ,效果 评 信 指 
标的 确定 是 效果 评 咎 体系 的 核心 内 容 。 完 整 的 效果 评估 体系 应 包 
会 两 方 而 的 内 容 ; 其 一 是 对 系统 的 隔 捧 效果 进行 理论 分 析 预 测 ; 其 
二 是 对 实际 隔 振 效果 进行 测定 。 日 前 常用 的 隐 振 效果 评 信 指标 有 
力 传递 率 .插入 损失 、 振 级 落差 .功率 流 等 。 一般 以 力 传递 率 作 为 
隔 振 效果 的 理论 预测 依据 ;但 是 对 于 实际 效果 的 测定 ,由 于 力 传 递 
率 是 不 易 测量 的 ,因而 通常 采用 插入 损失 或 振 级 落差 来 评定 各 种 
实际 系统 的 隔 振 效 果 。 由 于 设计 指标 (传递 率 ) 未 能 与 测量 指标 
(插入 损失 或 振 级 落差 ) 不 一 致 ,20 世纪 80 年 代 又 提出 了 振动 功 
率 流 概念 。 本 章 将 详细 分 析 比 较 这 儿 个 指标 。 


7.1 力 传 递 率 


为 传递 率 是 最 早 的 码 振 效果 评估 指标 ,定义 为 待 递 至 基础 的 

力 与 激励 为 之 比 。 第 5 章 给 出 了 刚性 基础 (mr = oo ) TE OL РЖ SE 
EH JE or 891] 2 et BJE ANR T ER JE, ST FR] 23 Ре E. А (5 -6) 和 和 式 
(5 -18)。 在 工程 实际 中 .特别 是 在 船舶 上 ,安装 基 座 都 是 非 刚 性 
的 ,因此 就 会 出 现 这 样 的 现象 :同一 台 设 备 采 用 相同 的 弹性 支承 ， 
但 安装 在 不 同型 号 的 船舶 上 或 装 在 同一 船 躬 的 不 同位 置 , 其 丰 振 
效果 是 不 同 的 。 这 是 由 于 基 座 阻抗 特性 的 变化 对 隐 振 效 打 的 影 
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Wi. 6.1 节 分 析 了 基础 阻抗 对 传递 率 的 影响 。 妆 隔 振 器 分 别 用 阻 
抗 和 四 端 参 数 描述 时 的 力 传 递 率 见 式 (6 -5) 和 式 (6 9) 9 HA 
(6 -5) 用 分 贝 表示 时 , 常 写成 下 列 形式 


L - 201g} = 20% 2,-2,%2,:2,%2,:2, 


(ав) 
А Z, ` Z, 


(7-1) 


因为 取 了 倒数 ,所 以 凡 表 示 有 衰减 作用 的 Ly 都 大 于 0. 

基于 式 (5 6) 3X (5 -18) . 式 (6-5)、 式 (6 -9) 成 式 (7 -1) 
的 隔 振 效 果 评 价 , 从 表面 上 看 简单 可 行 ,但 实际 上 孝 给 测量 带 来 了 
很 大 的 困难 。 设 隔 振 设备 4 的 质量 为 m, 其 转动 部 分 的 质量 т,, 
偏心 距 为 e, 转 动 角 速度 ,如 图 7 -1 ртк, РОО 
EREDA | 


Е = mew sinwt = Ғұвіпай (7-2) 


如 果 设 备 和 基础 (支承 结构 )C 固 连 , 且 设 基础 是 完全 刚性 的 , 则 此 力 
直接 必用 在 基础 上 ,如 果 设 备 和 基础 之 间 加 装 隔 振 器 ,其 弹簧 刚度 为 
,阻尼 系数 为 c, 则 通过 隔 振 器 传 给 基础 的 力 为 F, = 1ке жезТІ, ШІН 
应 的 力 传递 率 为 7, = Fr/F。。 实 测 传 递 率 就 是 测量 F Fr, НОЈ 
传感器 如 串联 在 隔 振 前 后 的 系统 内 , 即 串联 在 图 7 - 1(a) Cb B 
系统 内 ,这 在 现场 隔 振 测 量 中 很 难 做 到 。 进 一 步 的 分 析 表 明 ,通过 
图 7 -14a) 串 联 力 传 感 髓 实测 的 力 值 ,与 基础 的 结构 有 关 , 即 实 测 
HHE F, MAE F,。。 整 个 测量 系统 如 图 7 -2 所 示 , 该 系统 的 运 
动 方程 为 


тх, + k (xz, -х,) = Ғұвілой 
(7-3) 
m k, + k,(x, -хұ) + ka, = Ü 


式 中 ;Ez 为 传感器 的 刚度 ;为 支承 结构 的 当量 刚度 。 
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47-1 存在 偏心 质量 的 旋转 机 械 图 7 一 2 


假设 式 (7 - 3) 的 解 为 


x, = Á,sinot 
| (7-4) 
x, = A sinwt 
[SAGT -3) 得 
EE не мен 
Ck, + mo ) 《下 + k, + Mw je 
== — F, (7-5) 
Е, e Е TH e. 
(15) rii 
Arp T -k,/m,o; =k mr. 传感器 测 到 的 力 Ғ, 为 
Fp = krl A, - A.) = BF (7-6) 
Жяб---- 。 显 然 ,在 一 般 情 况 下 由 力 传感器 


人 

US Tec, + ú 
测 得 的 力 Р, 不 是 激 振 力 Е, ШЕНЕ T RI Bo EUH 237] FER 
A8 E bd HE XR. C , m < R ZË 95 BAT Bit t tr, ta UE ХАН 2 BJ EDU F , BI 
а) 220) H mn 时 ,8 一 1 ,才能 得 到 Ғ, =k lA, - А3) == Foo 在 工 
程 实际 中 ,上 述 条 件 很 难 满足 。 为 此 ,必须 引 人 其 它 的 评估 指标 ， 
以 便于 隔 插 效 深 的 实际 测量 ,常用 的 有 插 人 损失 和 振 级 落差 。 
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7.2 插入 损失 


阳 振 系统 的 插入 损失 定义 为 采取 隐 振 措施 前 后 基础 吗 应 的 有 
效 值 之 比 的 常用 对 数 的 20 倍 。 随 着 所 选取 的 基础 响应 的 不 同 , 相 
应 地 有 位 移 插 人 损失 ,速度 播 人 损失 和 加 速度 插 人 损失 。 与 插 人 
损失 相对 朗 的 概念 是 播 人 响 应 比 只 ,定义 为 有 隔 振 装置 时 基础 啊 
ля Байы ын SE US АУ B ЕН. 
以 速度 响应 为 例 , 对 图 6-1 所 示 的 系统 ,插入 响应 比 К 的 表 
жж 
v, 


R = — = 
um 


2,.2,%2,:2, 


(7-7) 
2,-2, + Z, ` Z, + Z, ° Z, | 


ЖАНЫН ALS JW EC BO [IC E = 1⁄R OK PF Br Ef КЭ ЯС, I| E ЖО 
隔 振 有 效 性 。 相 应 地 ,系统 的 插 人 损失 的 表达 式 为 


(7 - 8) 


由 于 取 了 倒数 ,所 以 凡 表 示 有 误 减 作用 的 二 均 为 正 值 。 根 据 
式 46 -4) ,有 


V. F 
L, = 201g — = 2016 —* (7 ~ 9) 
І ву, BF, 


即 播 人 损失 又 等 于 刚性 安装 时 传 至 基础 的 力 与 弹性 安装 时 传 圣 基 
础 的 力 之 比 , 故 式 47 -9) 定 义 了 基于 插入 损失 概念 的 力 传 递 率 。 
插入 损失 可 以 实测 ,但 实施 较为 困难 。 如 果 船 船 基 成 批 建 造 
的 ,结构 .尺寸 及 所 用 设备 完全 相同 ,只 是 设备 的 安装 方式 不 同 , 则 
在 不 同安 装 方式 的 两 艘 船上 ,进行 同一 点 振动 响应 的 测量 ,就 可 以 
得 到 插入 损失 的 较 准 确 的 数据 。 但 对 实 船 上 已 装 好 的 弹性 安 
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же, ЖЕНЕ REA il pk Е BL +T W| Ы ЖЕ ЗІ, REE 
于 大 型 机 组 , 则 拖 乎 不 可 能 。 对 于 中 小 型 机 组 ,可 以 专门 制作 一 些 
ЗБЕН ЕНІМ , 换 下 全 部 隔 振 器 ,将 机 组 改装 为 刚性 支 
承 进 行 调 量 。 也 可 用 带 斜 面 的 钢 槐 近似 代替 钢 块 ,但 这 样 做 改变 
了 交 承 条件, 削弱 了 支承 刚性 ,影响 到 测量 精度 。 

图 7 -3 示 出 了 装 在 某 型 橡胶 隔 振 租 上 的 空气 压缩 机 采用 上 
述 两 种 方法 测量 插入 损失 的 结果 比较 ”。 从 图 中 可 以 看 出 ,两 种 
方法 测 得 的 曲线 在 低频 段 近乎 一 致 ,但 近似 法 的 结果 略 低 ,一 般 在 
中 频 范围 内 低 约 (2 ~3)dB ,在 高 频 范围 内 则 相差 (5 -6)dB. 


100 160 250 400 600 ІК 16k 25k 4k 
{iHz 


图 7 -3 KERR JEI L zs ЯН A Tn 3: 3 WN 28 H: e $ 
1—H iE CREER ; 2— Ve DL ЗЕК). 


7.3 振 级 落差 


振 级 落差 定义 为 租 防 振 设 备 振 动 响 应 的 有 效 值 与 对 应 基础 响 
应 的 有 效 值 之 比 的 常用 对 数 的 20 倍 。 和 择 和 人 损失 一 样 БІН py 
可 以 是 位 移 、 束 度 或 加 速度 ,相应 地 称 为 位 移 振 级 落 善 .速度 振 级 
落差 和 加 速度 振 级 落差 。 对 于 单 频 简 谐 振动 而 言 ,三 者 是 一 致 的 。 
振 级 落差 有 时 又 被 称 为 传输 损失 。 与 振 级 落差 相对 应 的 概念 是 振 
组 落差 比 。 以 速度 响应 为 例 , 对 图 6-1L 所 示 的 系统 , 振 级 落差 比 
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D 定义 为 
Z, + Z, 
Z, 
RERE L, НЕМЕН D BJ АХЖ 
Z, + Z, 
Z 


(7 - 10) 


L, = 20lg( D) = 2016 (dB) (7-11) 


Ц 


当 用 振 级 表示 时 ,有 
L, = 201 Vio 201 М 201 uae L, -L, (dB) 
n — Š v ZV, = By - By. = Ly T f 


(7-12) 

rh: L, K L, АНА ЗЕ ET J BUDE SH XE ЛЕ: V, 为 基准 速 
HE; V. =1nm/s, 

ve 2t PE 25 Hy t НЕЕ ЗІ ti Ri 3C E Р А9 65 ЖШ. f 
ЖАННЫН Dp FE e 28 258 3 34 Jl! XE HE dis ER YA 22 , (B PA C ЕН 
联系 ,又 有 区 别 。 

振动 的 传递 主要 是 能 量 的 传递 ,速度 能 代表 传递 能 量 的 大 小 ; 
Tij tE WI Bt rh ,一 般 都 使 用 加 速度 传感器 ,要 得 到 速度 则 必须 通过 积 
分 网 络 ,容易 引起 误差 , 且 加 速度 能 正确 反映 高 频 振动 情况 。 事 实 
上 二 , 对 于 频率 一 定 的 简 谐振 动 而 言 , 速 度 和 如 速度 之 间 具 有 简单 的 
转换 关系 ,因此 在 同一 窗 带 频率 上 ,速度 振 级 落差 和 加 速度 振 级 落 
差事 实 上 是 一 样 的 。 如 果 要 求 用 总 手动 级 来 评价 贤 振 系统 的 陋 据 
效果 , 则 必须 说 明 用 的 是 速度 振 级 落差 还 是 加 速度 振 级 落差 ,因为 
总 振动 组 综合 了 各 种 频率 分 量 ,选用 速度 振 级 落差 或 加 速度 振 绥 
落差 所 得 出 的 总 振 级 落差 是 不 同 的 。 

在 工程 实 财 中 ,机 械 设备 的 干扰 源 往往 非常 复杂 ,日 由 宪 个 频 
率 成 分 组 成 .而 隔 振 装置 中 各 组 成 元 件 的 阻抗 特性 也 是 随 频 率 变 
化 的 ,因此 在 各 个 频率 下 的 凤 振 效果 是 各 不 相同 的 。 一 般 用 频谱 
基线 给 出 V,(/) 5 V,CO IE 6T DL ,并 以 低 阶 主要 于 执 频 率 处 的 
振 级 落差 来 表示 隔 振 装置 的 隔 振 效果 。 
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MO -10) . 式 (7 -11) 可 以 看 出 , 振 级 落差 与 机 组 的 阻抗 
特性 Z, 无 闫 ,只 取决 于 隔 振 器 和 基础 的 阻抗 特性 。 在 隔 振 准 一 
定 的 情况 下 ,基础 阻抗 特性 的 变化 将 对 振 级 落差 产生 很 大 的 影响 。 
当 基 础 财 性 很 大 时 ,无 论 扰动 频率 怎样 变化 ,F/T 总 是 一 个 很 小 
的 值 ,即使 扰动 接近 甚至 等 于 隔 振 系统 的 天 有 频率 时 ,V/V 也 不 
会 很 大 ,以 至 得 出 隔 振 效 果 良 好 的 错误 评价 。 而 当 基 础 刚性 不 大 
时 , 当 拢 动 频率 与 基础 的 第 一 阶 固 有 频率 相 一 致 时 ,Z; 达到 最 小 
ін, 会 出 现 低 从 ,从 而 得 出 隔 振 效果 不 性 的 片面 评价 。 这 是 因 
为 振 级 落差 是 直接 在 隔 拓 器 上 、 下 测量 的 , 受 基 础 支承 而 局 部 振动 
的 影响 极 大 。 俄 罗斯 专家 曾 对 一 百 多 起 船舶 进行 了 实测 ,发 现 
不 管 采用 何 种 隔 振 器 ,有 70 免 的 情况 在 250Hz 附近 振 级 落差 要 下 
降 ,有 20% Е-Е 500Hz НІНЕ FEE, 10% Е 125Hz 附近 要 下 
降 。 在 这 三 个 中 心 频 率 处 , 隔 振 效果 之 所 凡 明 显 下 降 ,完全 是 由 于 
船舶 基础 面板 局 部 共振 所 致 。 荷 兰 专家 在 进行 同样 的 研究 时 也 得 
出 了 类 似 的 结论 5 。 因 此 , 振 级 落差 这 个 指标 并 不 能 确切 地 反映  ， 
隔 振 装置 的 真实 隔 振 效果 , 它 只 能 和 作为 一 种 近似 的 评价 指标 。 | 


7.4 各 评估 指标 之 间 的 关系 


在 力 传递 率 、 插 入 插 失 ., 振 级 落差 三 个 指标 中 ,在 非 刚性 基础 
情况 下 , 播 入 损失 适合 作为 隔 振 效果 评价 指标 。 但 是 由 于 插入 损 
失 的 实测 比较 困难 ,因此 有 必要 进一步 讨论 三 者 之 间 的 关系 ,以 利 
用 实测 振 级 落差 来 估算 插入 损失 。 

MEC  -1) 3507 -8) 及 式 (7 -11) 可 以 得 出 播 入 损失 与 力 
传递 率 之 差 为 

Z, 
Z, %2, 
振 级 落差 与 播 人 损失 之 差 为 


1 


L, - L, = 201 1 
ME Ë 1 + 2,/2, 


(7 — 13) 


Z; 


L. — L, = 201 1 + 二 -一 -一 一 
E um 1 2,-2,%2,:2,%2,:2, 
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1 
= 20lg|1 + 2-52 (7 — 14) 
2,%2, 
ЕН АЖЖОЖОО 
2 
L, — L, = 2018 4,7 4, +Z; 
2,-2,%2,.2,%2,:2, 
= 206 l (7-15) 
2,72, 


H3 EL E Жая, dl A dí Лл FS RE Z 324 ы 2,/2,Ж 


关 ,而 与 弹性 支承 的 阻抗 特性 Z, 无 关 。 振 级 落差 虽 只 取决 于 弹性 
支承 和 基础 结构 的 阻抗 特性 ,而 与 设备 的 阻抗 特性 无 关 , 但 它 与 力 
传递 率 之 间 的 差异 仍 与 Z, Z, 有 关 。 一 般 隔 振 器 的 阻抗 Z, 比 起 
基础 的 阻抗 Z, 来 要 小 得 多 ,因此 在 式 (7 -14) . 式 (7 -15) 中 做 了 

近似 处 理 。 各 种 2,72, 比值 下 三 者 之 间 的 关系 如 表 7 -1 及 
”图 7 -4 е, 
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r . ph fiy 
ч-т -- =a d 


在 此 区 域内 时 可 作 网 s IPS 
性 基础 处 理 , пр, S853 1 
VET, SENI L, preise 


2,12, 


图 7-4 ЛЕ 2,/2, 比值 下 各 种 评价 指标 之 间 的 关系 


表 了 -1 ZE Z,ZZ, 比值 下 各 种 评价 指标 之 间 的 关系 


24/2; 120 17/10 1/8 1/6 1/4 1/2 


L, -L, 26.4 20.8 19.1 16.9 140 95 6&0 35 19 


Lg —E; 26.0 20.0 18.0 15.6 12.0 60 0 -60 -І20 -15.6 -180 —200 -25.0 


从 表 了 -1 可 以 看 出 : 

(1) 42,>>2, ВЕ, А, - L,—0 , X BT PJ di A T AS He 71 45 338 
率 , 且 基础 的 刚性 越 大 ,两 者 越 接近 。 在 极限 情况 下 , 当 基 础 为 完 
全 刚性 时 ,两 者 之 差 为 零 。 因 此 在 这 种 情况 下 ,可 以 用 插入 损失 来 
Uses x. (Bam By ВЕ ER PA 22 — oo , 即 此 时 如 采用 振 级 落差 来 
评价 隔 振 效果 ,将 会 失去 意义 。 因 此 , 陆 用 机 组 一 般 不 采用 振 级 落 
ЖЕНЕ, — BH HH АЛИ ИЕ Ы X SG. PED 
2,/2,х0.25, 

(2) У, =, В, -Li 一 0, 这 时 的 振 级 落差 接近 力 传 说 
m oid A d З А. Ч 0.7< Z,7/Z = 1.4 时 ,可 用 
振 级 薪 差 来 代 苦 传递 率 。 在 工程 实际 中 对 装 有 公共 底座 的 小 型 隔 
振 机 组 (如 船用 辅 机 R .压气 机 等 ) 上 船 安 装 后 就 属于 这 种 情 总 。 
此 让 ,一 般 试 验 台 的 基础 阻抗 要 比 发 动机 阻抗 大 2 倍 左右 ,基本 上 
也 属于 这 个 范围 。 从 表 中 可 以 看 出 ,在 这 个 范围 内 振 级 落差 和 岳 
АЗ s ze BE B9 25 ~10)dB, 

(3) M Z €Z, 时 ,上 Lo 一 上 一 0 ,在 此 区 域内 ,无 论 是 插入 损失 
还 是 振 级 落差 都 和 传 递 率 相差 很 大, 但 插入 损失 和 据 级 落差 的 差 
值 随 着 2,/2, 的 增 大 而 逐渐 减 小 。 因 此 ,在 此 范围 内 用 振 级 落 荆 
代 圭 插 人 损失 所 带 来 的 误差 不 大 。 

一 般 当 2,/2, 之 0.25 时 ,上 -六 过 3daB。 在 这 种 情况 下 ,可 用 
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Te R 8 22 ТЕЛ ЕВЕ R. ЕМГЕН, НЕКЕ CAO lli 
量 的 结果 ,船舱 内 燃 机 的 Zw/Z， IR AUS 3-4, BI SERE PLA PLE 
装 基 座 的 阻抗 远 小 于 其 上 机 组 的 阻抗 ,已 不 符合 刚性 基础 的 假设 ， 
不 能 再 用 传递 率 来 街 量 砚 振 效 果 , 但 可 以 用 振 组 落差 代替 捕 人 损 
REIF DP. ELE К. DNE TE BR BR ETE CP ig ERR GRE Т 
采用 。 

在 工程 实践 中 ,人 人 和 们 还 希望 能 从 实测 到 的 振 级 落差 L, 推算 出 
插入 损失 上 ,或 在 设计 阶段 就 能 预测 实 船 安装 后 的 隔 振 效果 ,下 
面 用 到 端 参 数 法 来 讨论 。 

不 论 是 单 层 也 振 系 统 还 是 双 层 隔 振 系统 , 当 一 个 四 端 机 械 系 
SECo, А 1 2, 与 基础 Z, 之 间 时 ,其 插入 损失 及 所 级 落差 
分 别 为 

оп” “ріс, %2,(ад- Z; +G) 

L, = 2016 w— (71-16) 

І,-20 |а, * 2, + o4 | (7-17) 

在 单 层 隐 振 系统 中 , 当 采 用 通常 的 阳 振 器 时 ,有 

ор = 15а. = Ü;e, = 12у; = 1 (7-18) 
假设 被 隔 振 设 备 和 基础 是 质量 分 别 为 M RI ML ВА 
量 块 ,也 振 器 的 刚度 为 下 ,阻尼 为 С, ША 


2, -іөМ;2, -ішМ,;2, = Erie (7-19) 
tu 


KAC 718) OI 7-19) AGE (7 7 16) 35x (07 7 17) ,可 以 得 到 


Ғ,- E. 


L, -204g] + 7*4 Zr |= 
Жы tZ(Z, +2.) 


(dB) (7 - 20) 
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2 
L, -201р Eg - 
2 
M 
2 E K E 
tOlg|1 + i = (dB) 
EL. 
K 
(7-21) 
ММ 
RP: Myr = 一。 
" M+M, 


引入 下 列 无 量 岗 参数 :质量 比 m = — P; EY: ETE 


e. 


Jp BUE c С.с. e 2/ RR. 可 得 插入 机 失 及 振 级 落差 


{mn -2т-2) 


L, = 101g 1 22 Cm а) 9B (7-22) 
" - my ° (тар -2) Е 
L, = 1016 imr o 2) ( dB) (7 -23) 
| 


对 照 式 (7 -22) . 式 (7 -23) ,有 
(т) = L) (7-24) 


М (7 -22) XUI -23) 还 可 以 得 出 
L,-L, = 20188 - (m+1) (dB) (7-25) 


式 中 :8 та a. 
i: 1 1 1 2 
(* (ғы) spe pa 
实测 得 到 振 级 落差 上, 后 ,可 根据 式 (7 - 25) Th E E 
* La 
当 频 率 很 高 时 , 式 (7 -22) X07 -23) 可 简化 为 
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== ар - 
20; ЕТ (ав) (7-26) 
Lp == 2018 37 (dB) (7-27) 


随 着 频率 的 增高 LA LE AARDEMA A бав, MALER 
L, — L, = 201g(m +1) (dB) (7 - 28) 


A UO -28) 可 以 看 出 ,对 于 给 定 的 质量 比 m, 振 级 落差 与 播 
大 损失 之 差 基 一 个 常数 ; 当 m-—0 时 两 者 之 差 为 0, 当 m— e 时 两 
者 之 差 一 2 。 

Bx (7 -26)} 和 式 (7 了 -28 还 可 以 得 出 


3 
(1) S4 М,» o В, m— œ, L, = 101 | 1 (rs) - 


2018 = = 上 ,而 m 越 小 ,上 L, 越 接近 于 5, 随 着 m 的 增 大 ,两 者 之 间 


的 差 值 也 增 大 。 

(2) 34 m zx 1 Bf , W m ^ CF 2, ARARA 成 来 看 无 隔 振 效果 ， 
但 如 以 振 级 落差 5, 来 评价 , 则 在 相当 宽 的 频率 范围 内 还 可 有 10dB 
ЕКЕ. 

(3) = m1 时 , 即 在 共振 区 附近 时 ,从 插入 损失 二 来 看 ,不 论 
m EEK. BERRAR., BARRES 5o 来 看 ,只 要 下 >2, 都 
АЕ, Н m 和 什 越 大 ,局 振 效 果 越 好 ,这 显然 是 不 合理 的 。 

内 此 ,在 用 振 级 落差 2 评价 并 振 效果 时 ,要 注意 在 有 些 频率 
范围 内 ,不 能 用 振 级 落差 值 来 推算 搬入 损失 值 。 


7.5 功率 流 


如 前 所 述 ,在 经 典 隔 振 理论 中 , 力 传 递 率 是 隔 振 效 果 的 理论 预 

测 依据 ;也是 对 于 系统 实际 效果 的 测定 , 力 传 递 率 是 不 易 测 量 的 。 

即使 可 以 测量 ,传感器 测 到 的 力 值 与 基础 的 结构 有 关 , 见 7.1 节 。 
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因此 ,通常 采用 另外 两 个 指标 一 一 揪 人 损失 和 和 振 级 落差 一 一 来 评 
定 各 种 实际 系统 的 隔 振 效果 。 这 种 效果 评估 体系 在 设计 理论 意义 
上 是 不 完善 的 ,因为 设计 指标 未 能 与 测量 指标 取得 一 致 。 同 时 , 随 
着 卫 振 理论 与 实践 的 发 展 , 人们 逐渐 发 现 力 传递 率 作 为 效果 预测 
З Асал ім, АДЫ ЕНІН ХУЖА 
Ет, J1 Fe 355 33 р 2 But B0) (e 5 ë 33 Bi FF 28 Ж ,而 未 能 兼顾 或 
SE 4-3 BRL] ам T fE 7) B9 089 I ТА, ЗЕ 28 PEE RUE 
以 啊 应 如 速度 功率 谱 的 比值 的 形式 给 出 ,由 于 未 计 人 视 在 质量 的 
影响 , 故 对 于 系统 动力 传递 特性 的 反映 也 不 完全 ,并 且 它 还 扰 赂 了 
部 分 振 源 设备 信息 。 

振动 功率 流 分 析 理 论 是 从 物理 党 的 功率 概念 引申 出 来 的 , 它 
是 基于 下 述 观 点 , 邯 振 动 的 传递 主要 是 一 种 能 量 的 传递 ,因此 从 能 
量 传输 角度 研究 振动 控制 问题 更 加 科学 合理 。1980 Ж, 
H, С. Goyder Ж К. С. White! "首先 提出 了 隔 振 系统 的 振动 功率 
流 概 念 , 并 研究 了 简单 无 限 均 质 梁 、 板 构件 中 纵向 波 .弯曲 波 .扭转 
波 等 各 种 波 的 分 量 对 构件 中 功率 流 的 贡献 ,推导 了 在 理想 常 力 源 
和 常 速 源 激励 下 , 单 层 和 双 层 了 贤 振 系统 中 通过 单 艾 承 进 人 无 限 大 
基础 结构 的 功率 流 表 达 式 :还 明了 双 屋 降 振 比 单 屋 好 振 优 趟 ;同时 
还 建立 了 在 频率 响应 平均 意义 下 用 无 限 结 构 近 位 代替 实际 有 限 结 
构 的 导 纳 近似 表达 式 , 而 后 进一步 研究 了 较为 复杂 的 结构 一 一 -两 
平行 构件 中 功率 流 的 传播 机 理 。 

目前 理论 界 较为 普遍 的 看 法 是 ,功率 流 分 析 方 法 的 优点 主要 
有 以 下 几 个 方面 。 

(1) жы A Н T sh fe А ТАМЫ, НЕ 
力 和 速度 的 幅 值 大 小 ,也 考虑 了 它们 之 间 的 相位 关系 。 功 率 流 的 
密度 再 以 在 结构 上 某 点 通过 测量 获得 ,从 而 了 解 系统 内 部 的 能 量 
分 布 状况 。 

(2) 对 振动 系统 进行 功率 流 分 析 ,易于 理解 振动 传输 机 理 , nf 
以 将 振 源 功率 .系统 损耗 功率 .结构 铺 能 变化 率 和 波动 功率 流 相互 
联系 起 来 进行 研究 ,并 且 可 以 清楚 地 表明 每 一 个 支 头 点 或 一 台 机 
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组 对 于 结构 的 能 量 输入, 有 利于 器 振 系统 的 设计 。 

(3) 对 各 种 振动 控制 方法 ,都 可 以 统一 用 传递 功率 流 概 念 进 
行 解 释 , 即 减 小 振 源 输入 结构 的 功率 流 ,或 在 振动 传输 路 径 上 设法 
降低 和 控制 传递 的 能 级 。 

研究 振动 控制 问题 并 非 自 功率 流 方法 始 , 但 作为 一 种 综合 的 
系统 动态 特性 预测 与 评估 指标 ,功率 流 的 提出 对 于 骨 振 分 析 理 论 
的 发 展 具 有 无 台 争 议 的 深远 意义 。 


7.5.1 JRA- MRA 


1. БЕІН 
Хр B: BR fv EST [B] Pq PR fE RU ZE АУ 
P =F. V (7 – 29) 
Н.Р УЛИ f HI Е АРИЈЕ HI 31 #ll EJ JW PE FF И EE 
时 值 。 
对 于 振动 系统 ,按时 间 平 均 的 功率 流 比 瞬时 值 更 重要 ,更 具有 
实际 意义 。 如 果 力 和 人 速度 基 简 谐 变 北 的 , 则 有 


F =i Fi cosot, V =| VI cos(@t + $) (7 ~ 30) 
按时 间 平 均 的 功率 流 可 以 表示 为 


Т 
Р= = | ІҒІЗІ РІ» cosot * eos(@t + $) dt 
T Jo 


= >! F1-1 VI совф (7-31) 
th T -27с/о, 
如 果 将 力 和 速度 分 别 表 示 为 


Ға) = Re(F+e%@ Ұй) = Re(V e") (7-32) 
RA 


P= Tf Rer- ез”) - Re(V * e@*) dt (7 — 33) 
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车 记 F.V BHE yy FV 
P = Rel F` . у) =- Re(F- V") (7-34) 
式 (3 -341) 为 对 某 一 结构 的 输 人 功率 的 最 一 般 表 达 式 。 如 果 


将 输入 点 的 点 导 纳 五 = V/F 及 点 阻抗 Z = F/V 分别 代入 式 
(7 -34) ,可 以 得 刘 


Р--ІРІЗ-не(н) (7 — 35) 


Р = 21 01°. Re(Z) (7 ~ 36) 
X07 -34) 为 直接 测量 法 , 式 {7 — 35) 135 (7 - 36) ЗІН ЕМ 
ЕН. Бр Р, Bm idee HEBES. Ж (7 - 35) 
ZATAR, AU -30 ЕНҢІТЕНШІБ, 
ЖТ Н НЕ BETTE SET 3 35 Ut 6 Е ml 


x o cH (SES; 


| — =Z (Mti); 
=I 《【《 动 惯性 或 加 速度 导 纳 ) ; 


=A (QUE pix dne HEBR DL). 


ELA I= (io) - Н,А = ZZ(io), V = a/(im), & (7 — 35) 0H z: 
(7 —36) хау Ж 


p= ІРІ ati (7-37) 
2 
1 2 
x 2. 随机 激励 情 说 


当 绩 构 爱 随机 力作 用 时 ,如 果 该 力 的 谱 密 度 为 Ce ,在 此 点 所 ' 
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ЖЕНШЕНЕЕНІ С, ЖЕНЕ Cu, M) A A zJ 
КҮЗЕН ( EJ SA. [or Sh 3C B yz Bj [8] ҒЫШ А7) 38 ) 9 


P = С, * Ве(Н) = Ве(С,) = G, * Re(Z) (7-39) 
上 式 还 可 表示 为 


(7-40) 


Pal.mQg) = 1:6: Һе(2) 

£o m m 
RP Gr ЛЯ BE IS) ECT BE 6,70 JA FRE BE ORC Е Е, 
7.5.2 ИКЯЕ FED ЗЕЙ 


四 于 功率 是 力 和 速度 的 乘积 ,因此 可 用 四 端 参 数 法 进行 分 析 。 
图 7 -5 示 出 了 饭 振 系统 的 示意 图 及 其 四 端 参 数 表 示 法 。 


图 7 -5 隔 振 装置 及 其 四 端 参 数 表 示 法 


按照 四 端 参 数 的 定义 ,任何 隔 振 器 ,作为 一 个 线性 弹性 系统 ， 
都 可 以 用 下 列 的 线性 方程 来 描述 


Е, Bi Bis F, 
MEUM 0-4) 
Vi Ba Bn V, 
НЕ, RE F,,V, 分 别 代表 作用 在 隔 振 器 的 输入 点 及 输出 点 
的 力 和 速度 ,其 正方 向 如 图 7 -5 所 和 示 。 乓 为 用 于 表征 巾 振 器 动力 
特性 的 四 端 参 数 。 按 照 式 (7 -34) ,通过 隔 振 器 的 功率 流 的 表达 


式 可 写 为 
284 


Ba I Re(F, ^ V7) (7 - 42) 


将 式 (7 741) REI F, RART -42) 中 .可 得 


1 æ 
P; = — - Rej (Z7) - V, - V, - (2,9 š ЕДЫ 


2 
(7 — 43) 
式 中 Zi = 二 -一 一 当 输 出 端 错 制 时 阿 振 器 的 传递 图 搞 ， 
21" Я 


对 于 对 称 的 隔 振 器 ,8 = B. , ТАННІН BO E Tr S£ T 38] A. 
端的 点 阻抗 , 即 ZU = 71°. 

在 工程 实践 中 ,加 速度 什 较 速度 值 容 易 调 得 ,与 此 相 适 应 一 般 
采用 视 在 质量 (4) ñi S HH ER DL (Z) 进行 计算 。 为 此 可 将 式 
(7 -43) 改 写 为 


] 
P, а (AF) + a, та + (AP) - [а, E] 


(7-44) 
式 中 :42 为 隔 振 器 的 传递 视 在 质量 ,442 为 卫 振 器 的 点 视 在 质量 。 
图 7-6 给 出 了 两 者 的 测量 方法 。 

对 于 随机 激励 , 则 通过 隔 振 器 的 传递 功率 谱 密度 可 用 下 式 
表示 


P, =L. det + G 
Еп 


£ 


+ (Аус | (7-44) 


3132 02 


式 中 б, А .输出 端的 加 速度 的 互 谱 密度 ; 
С 一 隔 振 器 输出 端的 加 速度 的 自 谱 密 度 。 
适 常 情况 下 , 式 (7 -44) 和 式 (7 -45) 中 的 第 二 项 和 第 一 项 相 
比 都 是 非常 小 的 ,在 工程 上 可 以 忽略 不 计 。 因 此 ,上 两 式 可 以 分 别 
简化 为 
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Р,- s Іт (AT) ` a, * a; | (7 — 46) 
а) 


P, = 1. Imi (АЗУ. 6, (7 - 47) 
w 

从 式 (7 -46) 8X (7 -47) 可 以 看 出 ,只 要 知道 隔 振 器 的 动力 
特性 , 即 可 方便 地 根据 实测 到 的 加 速度 值 计 算出 通过 隔 振 器 的 功 
率 流 。 考 虑 到 实测 得 到 前 加 速度 钊 可 能 包含 其 它 振 源 的 贡献 ,所 
以 ,这 种 方法 可 用 于 密 个 支 东 点 的 嗓 振 装置 中 。 对 于 煞 支 划 隔 振 
装置 ,通过 每 个 也 振 器 的 功率 流 是 分 别 测量 的 ,而 由 振 源 通过 弹性 

支 面 传递 的 总 鸥 功率 , 则 是 各 个 隔 振 器 传递 功率 流 的 总 和 。 


图 7 -6 测量 检 胶 隔 振 器 视 在 质量 的 装置 图 
7.5.3 功率 流 与 电 振 效果 评估 


传递 功率 流 是 一 个 绝对 量 , 其 本 身 并 不 反映 隔 拓 装 置 的 隔 据 
效果 ,因此 需要 一 个 相对 指标 来 定量 评价 到 振 效 朵 。 常 用 的 两 个 
指标 是 功率 流传 递 率 和 传递 功率 流落 差 。 

1. 功率 流传 递 率 

仿照 力 传 递 率 的 定义 ,功率 流传 递 率 有 了 两 种 定义 。 一 种 是 安 
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装 隔 振 装 置 前 后 基础 上 的 传递 功率 的 比值 , 另 一 种 定义 是 安装 陋 
振 装 置 后 的 传递 功率 流 与 振 源 输入 的 功率 流 的 比值, 分 别 表示 为 


Т, = 5 (7 – 48) 


T, Ln (7 —49) 


Б.Р, ЕРЕ Уа ,通过 隔 振 器 的 传递 功率 流 ;P, 为 振 源 
设备 直接 刚性 安装 于 基础 上 (无 隔 振 装置 ) 时 ,基础 结构 的 功率 流 
输入 ;PP 表示 振 源 输入 到 整个 隔 捧 系统 的 功率 流 。 

下 面 以 图 7 -7 所 示 的 单 支承 、 单 激励 源 系 统 为 例 , 讨 论 Ts 和 
Ts 的 性 质 。 如 图 7 -7(a) 所 示 , 当 不 存在 隔 振 器 时 ,系统 的 传递 
功率 流 为 


Р, = L Ref, T (7-50) 


对 上 式 作 简单 推导 ,得 


H, 
IF а 1 5 верн, (7-51) 
т F 


式 中 :于 , ,Hs 分 别 为 振 源 设备 m 及 基础 FF 的 导 纳 。 


图 7 了 -7 АНЕ 


振 源 输入 到 隔 振 系统 的 功率 流 为 

H (H; + H.) 
H. + Hi + 2 
PH, ЗЕЕ BJ TH h) 44, АЯ 


Р, =+ |F, |? Rel (7-52) 


287 


H, + H, Е 
Н, +H? + H, 


H 


Тар = | 


T. = | —— . — x 
sP apa SH, 


Ref а. 
Н +H) +H, 


= |2. Ref H} 


(7-53) 


(7 — 54) 


显然 ,对 于 完全 对 称 结构 系统 ,Tie 和 Ti 都 决定 于 系统 结构 参 
Et ,而 与 外 界 激励 无 头 , 并 且 功 率 流 传递 率 Tu 与 力 传递 率 T, 2 |8) 
存在 平方 关系 。 对 于 一 般 的 狗 支 录 . 非 对 称 系统 ,Tip 和 Ts 的 人 性质 


ATER. 


ЕЕ, 为 系统 激励 力 列 天 量 ,Fr ҒАУ ЖЕЖ 
传 至 基础 的 动态 力 列 手 量 ,> 和 tm 为 对 应 于 Ғ.Е. ЛЕН ДАРЫ) 
EEIE, T, 和 了 ,分 别 为 有 、 无 隔 振 装置 时 系统 的 动力 传 


EFM, 为 基础 的 导 纳 矩阵 , 则 存在 如 下 其 系 


rm = T, F, 
Fa = T," F. 
Up = F F, 
yer = Mc FE, 


于 是 有 


1 
P. = Ќе! (Fp) " "Paul = 


1 H 
> Rei (F) ХЕ, | 


P, = Rel (F,,)" ` vp, | = 
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x Rel (F.)” М [(T,y" , Н, " Т, ] " 


(7-55) 
(7-56) 
(7-57) 
(7-58) 


T Rej (CF) Ст)" ен, T.) F} = 


FRel(F.)" X, FU (7 - 60) 


以 上 两 起 中 ,上 角 标 HÆR Hermitian 转 置 。 
车 系统 为 单 激励 源 系 统 , 亦 即 F. E, DIS QAM 


P, = y |f| ReX], P, = T |. кеі) (7-61) 
Р,Н p 的 比值 Tp 是 与 激励 无 关 的 基 。 
若 系统 中 存在 n 个 相同 频率 的 激励 (azx1) , 记 F, = |Z, aen 


fat = £T а E = fa ду, 2, tE, (ғ, = 1); X, = ЕТЕ 
X, = Dy, 1... M 


1 = " 
P, iu | Ref > (e, £x X1,) | (7-62) 
ЕБІ 
P, esca | Re] > (e; £, X.) | (7 — 63) 
Pii 


ЕТ, 45 BC A o feda e], В. HE e, m e m 1, T, 
依然 与 下, 无 关 ; 若 不 满足 上 述 条 件 , 则 mu 就 不 仅 取决 于 系统 的 结 
构 参 数 ,还 与 各 激励 的 相对 系数 с, 有 关 。 

由 此 可 以 得 到 一 个 重要 结论 , 即 对 于 一 般 的 多 激励 振 源 设备 ， 
其 阿 振 设计 不 仅 应 考虑 诸如 隔 振 器 .基础 结构 、 机 器 等 的 阻抗 特 
性 ,还 要 注意 机 器 内 部 各 激励 力 的 相对 系数 e 

对 于 存在 多 种 不 同 频 率 激励 成 分 的 系统 ,可 根据 不 同 频率 外 
部 激励 对 输入 结构 的 总 功率 流 之 长 期 贡献 相互 独立 原则 ,得 到 与 
上 曾 相 同 的 结论 ,并 可 进一步 将 其 推广 到 随机 激励 的 情况 。 

通过 类 似 的 分 析 , 可 以 知道 Ts 具有 与 Ts 相似 的 性 质 。 

需要 特别 指出 的 是 ,Pir 和 Tsp 都 比 绝对 量 P, 更 能 反映 真实 的 
隔 振 效果 ,因此 ,无 论 是 通过 理论 分 析 , 还 是 实验 研究 手段 ,对 功率 
流传 递 率 进 行 研究 ,都 有 重要 的 工程 应 用 价值 。 

289 


2 传递 功率 流落 其 

以 功率 流传 递 率 7 或 re 作为 隔 振 系 统 的 设计 依据 在 理论 
上 是 可 行 的 。 但 是 对 于 实际 系统 的 隔 振 效果 评估 而 言 , 和 力 传 递 
率 一 样 ,也 存在 着 实际 测量 困难 的 问题 。 为 此 引 人 人 传递 功率 流落 
其 的 概念 。 

仿照 振 级 落 盖 的 概念 ,传递 功率 流落 差 可 以 定义 为 隔 振 装置 
上 下 方 功率 流 之 比 , 即 


Р 
D, = 10lg 5 (7-64) 
ің 


对 于 图 7 -7 所 示 的 简单 系统 ,参照 式 (7 – 38) „раі 
递 功 率 流 P, 可 表示 为 


P, -de limia! (7 ~ 65) 
2t 


由 上 方 进 入 隔 振 装置 的 功率 流 P 为 


|а° |? 
P ---%-іш 


| Ar Ar] 
tin 20 


(7 ~ 66) 
Aj + A, 


AP a 和 a 分 别 为 隔 振 装置 上 .下方 的 可 速 闲 响应 LAST LA, AY 
别 为 隔 振 装置 和 基础 的 视 在 质量 。 

Pq 7 -7 Pl ЖЕРЛЕ ЕЙ 35 uj eon Dy 
ШЕЛЕРІ 


ШЕТ; 


D. = 2014 


| 


(7-67) 
比较 式 (7 ~66) 和 式 (7 -67) ,可 知 , 若 忽略 点 帘 在 质量 的 影 
响 ,有 D. = 了 ee。 因此 振 级 落差 未 能 完全 反映 振动 能 量 传递 过 程 的 
真实 情 襄 ,其 本 质 原 因 是 在 忽略 视 在 质量 的 同时 ,也 忽略 了 动力 忧 
递 关 系 。 
已 经 证明 ,对 完全 对 称 系统 ,或 单 激励 源 非 对 称 系 统 ,或 者 合 
有 多 个 等 强度 、 等 相位 激励 源 的 非 对 称 系 统 ,D, 仅 与 系统 结构 参 
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数 有 关 ; 对 于 更 为 一 般 的 系统 ,D, 还 取决 于 各 激励 力 之 间 的 相对 
系数 e( 参见 式 (7 — 62), (7 -63))。 特 别 地 ,对 图 7 一 7{b) 所 
示 的 简单 系统 有 

Р, Rei | 

Pa БКе| М? + М, | 

传递 功率 流落 差 在 工程 实践 中 可 以 通过 测量 振动 响应 来 获 

得 。 由 式 (7 - 65) E35 (7 -66) 可 和 ,可 以 通过 测量 隔 振 器 上 、 下 
两 端的 加 速 座 以 及 基础 与 隔 振 器 的 视 在 质量 ,计算 出 传递 功率 流 
落差 。 也 可 以 仅 根据 实测 振 级 数据 和 隔 振 器 的 四 端 参数 数据 ,得 
到 传递 功率 流落 差 。 事 实 上 2 (PH 7-7) 


(7 — 68) 


F F 
dan. = 
š a atai atei 
w a (æ (7 - 69) 
AU = Fo) 28 _ Fio) 
: а (a) а‘ = 0 i а (а) ab =Ü 


则 根据 四 端 参 数 原 理 , 可 以 得 到 
P, = – (1/2a)Im]| An ee " +А - |a |? 


(7 — 70) 
P, = та | Af АТАН aate аты ы, dc 
й) 
& 
xF T PEHLI Bh od 
P /Hz = pajas "Gas + À, ° Gaal (7-72) 
(o 
P, /Hz = limia, "Gua А С, | (7 — 73) 
anm rp 


式 中 :CC Gata 分别 为 隔 振 器 输入 、 输 出 端 加 速度 的 自 谱 和 
互 谱 密 度 (a /Hz) 。 
困 些 ,只 需 测 得 隔 振 器 上 .下 两 端的 加 速 庶 响 应 及 其 点 视 在 质 
A AT AD 和 传递 视 在 质量 А, ,就 可 得 到 传递 功率 流落 差 。 对 于 
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多维 
加 得 
差 值 


辅助 


系统 ,可 以 分 别 测量 各 隔 振 支承 的 功率 流 输入 和 输出 ,将 其 相 
到 总 功率 流 输入 P， 和 输出 P, ,再 由 式 (7 - 64) 计 算 功率 流落 
实测 功率 流落 差 D, 可 以 作为 功率 流传 递 率 Tu 设计 指标 的 
指标 ,来 对 系统 的 隔 振 效果 进行 综合 评价 。 由 功率 流传 递 率 


设计 指标 与 传递 功率 流落 差 实测 指标 相 结 合 构 成 的 隔 振 效果 评估 


体系 
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, 较 之 传统 的 力 传 递 率 与 振 级 落差 的 结合 ,要 更 加 科学 合理 。 
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第 8 章 陋 振 系统 设计 准则 


在 工程 中 隔 振 效果 不 太 理想 的 主要 原因 通常 是 对 不 同 机 器 或 
Da ЕДЕН ИТЕН ТЖ. ТАНА E DES 
求 不 尽 相 同 ,因此 要 设计 一 个 最 优 的 隔 振 系统 是 相当 困难 的 。 此 
外 ,被 隔 所 设备 的 工作 区 和 内 部 结构 或 工作 环境 的 变 北 都 增加 了 
陋 振 系统 设计 的 难度 。 前 者 如 机 床 的 切割 区 .车 床 和 坐标 测量 仪 
上 工作 台 或 起 重 人 台 位 置 的 痊 化 、 发 动机 和 和 马达 运转 速度 的 壮 化 以 
及 因此 引起 的 激励 频率 的 变化 等 ,后 汗 如 地 面 和 其 它 支 浴 结 构 的 
动态 特性 的 变化 .在 被 隔 振 物体 的 附近 存在 产生 振动 或 对 振动 敏 
感 的 设备 等 。 通 常 容 易 达 到 某 些 特定 物体 对 帆 振 的 紫 求 , 但 要 对 
每 种 典型 设备 (如 生产 设备 和 测量 设备 ) 提 出 茶 种 最 优 的 ,通用 的 
阳 振 方法 是 不 切实 际 的 。 解 决 这 一 问题 比较 合适 的 方法 是 根据 隔 
振 要 求 对 物体 进行 分 类 ,然后 或 多 或 少 地 给 出 对 各 类 物体 进行 也 
振 设 计时 需要 遵循 的 一 般 准 则 。 

通常 可 以 将 被 隔 振 物体 分 为 如 下 四 类 。 

1 对 气动 敏感 的 机 器 和 设备 

这 类 物体 病 振 的 主要 目的 是 保证 在 给 证 外 部 激励 (在 某 些 情 
况 下 也 证 以 是 内 部 激励 时,“ 工 作 ” 区 或 其 它 关键 久 域 ( 如 精密 制 
造 设备 中 工件 和 工具 之 间或 者 电 于 设备 中 各 元 件 之 同 ) 的 相对 
振动 不 趣 过 允许 的 极限 值 。 这 类 设备 的 典型 代表 有 精密 机 床 、 坐 
标 测量 仪 6 XU BLUR T HERE o 

2， 本 身 为 振 源 的 机 器 和 设备 

对 这 类 物体 而 言 , 坊 振 的 主要 目的 是 将 传递 到 支承 结构 (如 
基础 、 地 面 等 ) 的 动态 作用 力 降 低 到 允许 值 以 下 。 典 型 的 代表 有 : 
锻 锤 ,冲压 机 以 及 其 它 产生 冲击 的 设备 ; 带 不 平衡 转子 的 设备 (如 
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WA REAR HL) 振动 频谱 成 分 非常 丰富 的 机 器 (如 往复 式 机 器 、 
激 振 器 ) 等 。 

3. 通用 机 器 和 设备 

这 类 设备 既 不 对 外 部 激励 敏感 ,也 不 产生 过 大 的 激励 力 ( 如 
普通 精度 的 机 床 ) 。 其 隔 振 的 主要 目的 是 :保护 其 免 受 突然 产生 
的 剧烈 外 部 冲击 和 振动 的 破坏 ;保护 外 部 环境 { 如 相 邻 的 精 审 设 
ЖО АМЕ АУ ТИНЕ Bu F ЖЕКЕ Ж ЖІНҘЕІ); Ж 
МӨнеж 8 Ti а, СЫЗ PQ ëË A #F 98 ВО Te 5] 59 Мар); PE Ж 
FER, ИЕН C ERKE DE E E n] ISI ЕТЕНЕ. 

4， 安 装 在 非 刚 性 结构 上 的 物性 (通常 为 机 器 和 设备 ) 

这 些 物 体 包 括 一 些 安 装 在 高 层 建筑 ,船舶 .汽车 上 的 机 器 。 在 
这 种 情况 下 ,由 于 承载 结 梅 的 动 刚度 小 ,设备 内 (外 ) 的 动态 激励 
ЖУН н] BENE. ІНІН, ИНЕДЕН Б) PAEA Bb RE PX Е F: E 
支 对 结构 产生 剧烈 的 捧 动 ,这 种 强烈 的 振动 反 过 来 妈 对 精密 设备 、 
通用 机 器 设备 产生 严重 的 影响 。 

除了 以 上 这 些 类 型 的 物体 外 ,还 有 一 些 需 要 满足 特殊 要 求 的 
被 隔 振 物体 ,如 安装 在 汽车 上 的 发 动机 等 。 

值得 注意 的 是 ,在 所 有 的 隔 据 应 用 中 , 绝 不 能 由 于 静态 不 稳 
定 、 被 隔 振 物体 的 摇 欣 振动 或 结构 刚度 不 足 等 原因 影响 被 隔 振 设 
备 的 正常 工作 性 能 。 

当然 , 遂 面 的 分 类 并 不 是 缀 对 的 。 如 平面 磨床 .坐标 测量 伐 、 光 
刻 机 等 都 是 精密 仪器 ,它们 需要 可 靠 的 振动 防护 。 然 而 , 当 这 些 设 
备 中 的 重型 工作 台 或 起 重 台 在 进行 起 / 停 , 转 向 等 操作 时 ,会 产生 强 
烈 的 动态 载荷 ,这 不 仅 将 对 设备 本 和 喘 造成 干扰 ,还 会 影 唤 附近 的 精 
蜜 设备 。 因 此 这 类 设备 也 必须 当 作 本 身 为 振 源 的 物体 来 处 理 。 


81 振动 敏感 物体 的 隔 振 


由 于 对 设备 和 仪器 等 件 的 加 工 和 测量 误差 要 求 越 来 起 严格， 
从 面 需要 开发 更 精密 的 机 床 和 油 量 仪器 。 现 在 ,产品 的 配合 公差 
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和 形 位 公差 以 及 测量 仪器 的 测量 误差 的 数量 级 通常 都 为 几 分 之 一 
微米 或 纳米 级 。 从 第 二 次 世界 大 战 起 , 人们 普遍 接受 这 样 一 个 事 
实 , 即 当 精 密 设 备 和 仪器 受到 的 外 部 振动 激励 的 幅 值 大 大 地 超过 
加 工 ( 或 测量 ) 误 差 的 容许 值 时 ,必须 隔离 外 部 振动 。 科 研 估 员 已 
经 研究 出 了 大 量 的 被 动 障 振 装置 和 其 它 隔 振 手 段 ,并 上 成功 地 将 其 
投入 到 商业 运营 中 "1 。 近 来 ,主动 控制 方法 也 被 引 人 到 了 丹 振 
之 中 ,这 补充 和 完善 了 联 振 方法 。 相 比 之 下 ,主动 控制 隔 振 器 能 够 
提供 更 好 的 振动 防护 并 使 安装 在 柔性 隔 振 装 员 上 的 设备 不 受 其 质 
ЕЖ ЕТ ЫН Е BU ES HEU. ІН ТМИН НІ BE So (BI BAUR 
ЖЕНЕОМБЕЕЕНЕНЕ БЕН , EN Tn ZE Е J AE rh 8 YE 
TERESA. ЖП,АРЕННАЯН ЕЕ ЕРЕ ЕЕ 
较 大 的 倾斜 .产生 大 幅度 的 播 摆 振 动 并 降低 其 有 效 刚 度 。 倾 斜 是 
指 被 隔 振 系统 由 于 零件 的 增加 减少 或 者 由 于 系统 中 的 大 型 部 件 
运动 而 使 质量 分 布 发 生变 化 时 ,放置 在 被 障 振 系统 上 的 水 平 仪 的 
指示 发 生 了 变化 。 
被 隔 振 物体 发 生 括 捍 振 动 的 主要 原因 可 能 是 外 部 激励 (与 其 
它 设备 的 接触 .气流 等 ) 或 者 内 部 激励 ( 物 体 内 部 运 劲 部 件 加 速 或 
减速 所 产生 的 力 ) 作 用。 显然 , 播 捍 振动 是 有 害 的 ,因为 它 不 仅 使 
操作 入 员 烦 躁 不 安 ,而 且 还 使 系统 工作 区 域 诱发 变形 (如 影响 切 
割 面积 和 测量 而 积 ) ,其 大 小 甚至 可 以 大 于 由 外 界 激 励 引 起 的 、 需 
要 通过 足 握 来 减 小 的 振动 位 移 。 通 过 如 下 方法 能 够 减 小 这 些 静 态 
和 动态 变形 以 及 缓解 有 效 刚度 的 亚 化 :首先 将 被 隔 振 物 体 固定 在 
一 个 太 型 的 或 刚性 支承 结构 (惯性 块 ) 上 ,然后 再 安装 在 隔 振 器 
上 ;或 者 采用 人 台 适 的 主动 控制 (伺服 控制 系统 :或 者 采用 能 够 实 
现 运动 转换 的 隔 概 系 统 ( 见 S24 节 )。 但 是 ,前 而 两 种 方法 将 天 
大 增加 被 隔 振 物体 的 费用 和 尺寸 ,而 第 三 种 方法 的 巾 振 效果 有 限 。 
此 外 ,惯性 块 前 弱 了 被 隔 振 物体 的 灵活 性 ,而 复杂 昂贵 的 电子 或 气 
动 主动 控制 系统 则 降低 了 障 振 系统 的 可 靠 性 。 
然而 ,在 许多 情况 下 ,高 精密 设备 的 赔 振 标准 通常 没有 所 假设 
的 那样 严格 ,主要 原因 是 精密 设备 对 外 部 振动 的 敏感 性 并 不 随 着 
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精度 的 增加 而 增加 。 在 设备 精度 提高 的 同时 ,其 设计 方法 通常 更 
可 千 。 在 正确 理解 外 部 振动 如 何 影响 物体 的 工作 性 能 ,以 及 更 深 
入 地 理解 了 陋 振 系统 的 动态 特性 后 ,可 以 使 陋 振 效果 避免 受到 毅 
态 或 者 动态 变形 的 影响 。 这 里 将 通过 对 儿 类 精密 设备 提出 在 是 的 
隔 振 要 求 来 说 明 上 述 观 点 。 


8.1.1 周围 环境 的 振动 


容易 对 振动 敏感 设备 造成 不 良 影响 的 外 界 振动 可 以 通过 变 承 
结构 或 空气 传播 。 赔 振 的 划 的 是 要 减少 地 面 振动 通过 这 些 支 辽 结 
构 疝 设备 屠 递 。 地 面 产 生 振 动 的 原因 有 :附近 的 加 工 设备 ,马达 、 
变压器 等 的 振动 { 例 如 ,由 于 不 平衡 转 于 的 高 速 运转 或 车 床 在 切 
HERRAR); KETE EE MLE В F a 3; тр 
HAA ER Th САП EE Ж, ЕЛІНЕ ИСЕ к а 2. 
蜜 设 备 进行 安装 ): 共 有 转动 质量 的 机 器 的 振动 (如 平面 磨床 ); 材 
料 搬运 过 程 中 罕 然 产生 的 冲击 ; 非 刚性 地 面 上 脚步 引起 的 振动 等 。 
在 许多 情况 下 ,精密 设备 的 振动 是 出 与 之 相连 的 辅助 设备 的 激励 
产生 的 ,例如 ,机 床上 的 液 庄 泵 ,一些 高 科技 产品 和 测量 设备 上 的 
真空 泵 等 。 对 于 超 精 密 设 备 , 地 面 的 微弱 振动 也 需要 考虑 。 一 些 
不 常见 但 极 具 乱 害 的 振 源 包括 :军事 演习 或 施工 中 的 爆炸 、 超 声速 
飞机 产生 的 “ 音 爆 ”低空 飞行 的 飞机 江 起 的 结构 振动 等 。 地 面 振 
动 的 特点 种 振 级 不 仅 依 束 于 泊 励 的 大 小 ,还 取决 于 由 土壤 基础、 
地 板 和 建筑 物 其 它 结构 部 件 所 组 成 的 动力 系统 对 振动 的 滤波 效 
果 。 建 筑 物 基础 的 自然 频率 (通常 大 于 10Hz) 和 土壤 的 特性 稍 关 。 
地 面 在 答 向 的 自然 频率 通常 为 (6 ~ 30) На, 而 水 平方 向 上 的 更 
高 些 。 

地 面 振动 通常 出 许多 频谱 成 分 组 成 ,它们 的 大 小 是 随机 变化 
的 。 在 ! 安 装机 器 的 ) 厂 房 地 面 不 同位 置 采集 数据 后 ,应 用 统计 分 
析 方 法 可 知 地 面 振动 是 一 个 非 平 稳 . 非 各 态 历经 的 随机 过 程 ,因此 
很 难 用 精确 的 解析 方法 来 研究 这 种 振动 过 程 。 隔 振 器 供应 商 或 技 
术 顾 问 在 对 地 而 捧 动 情况 进行 研究 时 ,通常 没有 正确 理解 这 一 现 
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象 或 干 驳 忽略 了 这 一 现象 。 此 时 ,如 果 直 接 底 用 快速 傅 里 时 变换 
(FFT) 进行 频谱 分 析 ,将 得 到 错误 的 结果 ,并 混淆 稳 态 或 准 稳 态 振 
动 与 幅 值 快速 变化 的 瞬 态 振动 之 间 的 重要 差别 。 

有 些 FFT 分 析 术 可 以 得 到 所 谓 的 “ 百 分 位 频谱 ”"™i。 应 用 计 
算 机 对 ЕРТ 分 析 仪 的 输出 进行 后 处 理 也 能 得 到 这 种 频谱 。 百 分 
位 频谱 天 是 指 超 出 测量 周期 a% 的 频谱 值 的 包 络 。 图 8 -上 给 出 
了 一 个 微 电 子 产 品 生 产 车 闻 二 楼 地 面 垂直 振动 的 AN NER 
频谱 {1/3 售 频 程 )“!。 在 45min 内 ,并联 滤 波 器 的 采样 间隔 为 1s。 
fr 25Hz 频段 内 频谱 出 现 峰 值 的 原因 主要 是 由 于 地 面 的 屁 向 自然 
频率 为 25Hz, 面 8Hz 频段 内 出 现 峰 值 的 原因 主要 是 由 于 空调 以 
500г/ тіп 的 速度 运转 。 有 从 图 中 可 以 清楚 地 看 出 ,持续 时 间 为 1 扣 
的 地 面 振动 对 振动 敏感 设备 的 影响 比 持续 时 间 为 90 名 的 地 面 振 
动 要 小 得 多 。 因 此 ,根据 实际 情况 对 地 面 振动 进行 统计 研究 时 ,可 
以 选用 ЖІ, iE BA hD) EL Wú M£ RR W F 43 £ 8 DIE Е ht! Es 
8-1 所 示 的 高 质量 数据 。 


пп ААВ 


图 8 -1 ЛТЕУ ШІН 
{在 微 电 子 产品 制造 三 二 楼 地 面 测 得 的 数据 ) 


图 8 -2 是 在 不 同 工 夏 测 得 的 准 稳 态 地 面 产 生 的 垂 向 (a) 和 

水 平 (b) 振 动 的 幅 值 图 ” 。 当 振动 的 稳定 时 间 达 到 主 谐 波 分 重 慎 

期 的 (3 ~5) 悦 时 , 画 出 代表 不 同 频 率 处 最 大 绝对 振幅 的 点 ,然后 
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8-2 T. HEr EE d e So Bf А) dk k RC (ET 
(a) 重 向 扰动 :i(b) ЖІК CHE 283 5 ER NE HL ДЕНІ 6155, 
实 线 者 示 假 定 的 边 异 .不 同 的 标记 对 应 于 美国 不 同 的 地 方 ) 。 


TE tH xx 2e ну 88 2k ,就 得 出 了 图 中 所 未 的 虚线 。 图 中 的 实 线 是 
推导 过 程 中 所 很 设 的 边界 。 

这 些 曲线 是 20 世纪 60 年 代 在 苏联 测 得 的 地 面 ( 实 心 基础 
板 ) 振 动 。 上层 地 面 是 由 薄 的 预制 板 组 成 ,其 振幅 比 下 层 地 面 大 
(1.5 ~3.0) 倍 ,相应 的 频率 范围 也 更 宽 ,而 图 8 -2 中 的 点 表示 20 
世纪 90 年 代 在 美国 工 六 进行 振动 测量 的 结果 ,其 频率 下 限 的 幅 值 
将 溢出 显示 屏 , 这 主要 是 由 于 采用 了 分 析 稳 态 过 程 的 FFY 分 析 
仪 。 固 此, 这些 所 谓 的 低频 振幅 与 图 8 -3 给 出 地 面 骂 时 振动 的 幅 
值 是 具有 可 比 性 的 。 频 谱 中 对 隔 振 最 具 实际 意 义 的 频段 为 (45 ~ 
40) Hz。 从 下面 的 图 中 可 氛 看 出 ,苏联 所 测 的 地 面 振动 数据 对 使 
用 了 更 大 功率 .更 高 转速 机 器 的 美国 工厂 而 言 ,提供 了 非常 保守 的 
上 限 。 最 近 在 美国 所 测 的 地 面 产生 剧烈 振动 时 的 频率 上 限 ( 约 
20Hz) 比 苏 联 ((30 ~ 40) Hz) 要 低 得 多。 地 而 和 王 问 振动 的 位 移 焉 
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5 
脉冲 延 时 ris 01 0,05 0.025 0,0125 
f-Vrfz 10 20 40 80 


图 8 -3 нта) Br He Er r^ 2E Br Dobis die SH 5) E 18 tu S6 
1—3 руф ку, 2 水 平 振动 。 
值 的 包 络 线 可 以 看 作 是 一 种 罕 带 ((2 ~20)Hz) 曲 声 。 现 在 对 地 面 
振动 的 测量 通常 只 考虑 了 垂直 方向 ,而 很 多 精密 设备 对 水 平 振动 
更 为 敏感 。 图 8 -2(b) 表 明 , 水 平方 向 的 最 大 振幅 比 垂直 方向 的 
最 大 振幅 (图 8 -2(a) Bm] 30% ~ 50% 。 


8.1.2 振动 传递 模型 


由 于 地 面 振动 导致 了 在 设 竺 的 工作 区 (如 切割 、 泪 量 区 等 ?或 
设备 的 连接 处 产生 相对 振动 ,从 面 严 重地 影响 了 精密 加 工 和 测量 
设备 的 性 能 。 试 验证 明 ,地 面 振动 对 机 床 或 者 坐标 测量 仪 的 影响 
主要 发 生 在 系统 的 最 低 阶 自然 频率 处 (很 少 在 第 二 阶 自 然 频率 处 
RE) ,这 主要 是 由 于 在 较 高 自然 频率 处 的 振幅 不 大 。 此 外 , 隔 振 
装置 通常 对 高 频 结构 振 动 具有 更 好 的 隔离 效果 。 

眠 地 面 或 支队 结构 到 精密 设备 工作 区 之 间 振 动 传递 的 动态 特 
性 可 近似 地 由 三 个 互 不 研 合 的 双 质 量 系 统 ( 具 有 广义 参数 ) 来 模 
所 ,如 图 8 -4 所 示 。 每 一 个 方向 的 振动 都 可 以 用 该 模型 表示 ,其 
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图 8-4 WM MIS АТА-ЕНЕ АОРТЕ В ДЕН 


中 的 质量 和 弹簧 表示 设备 的 广义 惯 性 和 刚度 。 当 然 , 它 们 在 不 同 
的 方向 上 的 值 是 不 同 的 。 图 8 -4 中 村 表示 设备 座 身 (或 框架 ) 
ЙЧ з, М. 表示 土 层 结构 的 质量 4 如 刀 架 或 测量 头等 ) ,大 和 en。 
表示 内 部 结构 部 件 和 连接 件 的 等 效 质 量 和 阻尼 L8, пс, 是 隔 振 装置 
f P REALE o 

建立 这 种 双 质 量 模型 后 ,振动 对 设备 的 影响 可 以 通过 质量 М, 
TI M, 之 间 的 相对 位 移 幅 值 X, s RE Er М, 的 位 移 X, 之 间 的 比值 
来 表示 [ 见 式 (5 -11) 


5 
X z 
nn 
$ o, f? 
L-A 25 


式 中 : /表示 感 兴趣 的 频率 ;f= IL yin M, +M, JMM E 
结构 子 系统 的 共振 频率 ;5。 是 上 层 结构 系统 的 对 数 衰 减 率 。 
设备 工作 区 内 的 实际 相对 位 移 与 Xu RER 
X. = УХ 


ra grel 


比例 常数 y RTA RO Wa p T EG BJ JUDAS E. nin, ЙІН 
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(8 - 2) 


8 -5 所 示 模 型 的 上 层 结 构 ,比例 常数 为 
Ya = Mbela = b, (pl + b? + e°) (8-3) 
y, = M.cd/L, = cd/(p' + + e°) (8 - 4) 


AP: y 的 第 一 个 下 标 表 示 设 备 座 身 (或 框架 ) 的 振动 方向 ,第 二 
个 下 标 表 示 上 是 结构 相对 于 座 身 的 运动 方向 ;MM, [52A ES ЕБ 
枸 的 策 量 ;i 为 上 屋 结 构 绕 实际 旋转 轴 的 质量 惯性 矩 ;p, A ES y 
的 惯性 半径 ;图 8 -5 中 , 捕 寸 5 ed 都 是 以 系统 重心 O, 为 起 
点 测 得 的 距离 。 显 然 ,y 取决 于 设备 的 安装 方式 ,特别 是 上 层 结构 
相对 于 座 身 (或 框架 ) 的 位 置 。 在 图 8 -5 中 ,上 层 结构 通过 一 个 
弹 赞 与 座 身 相连 ,该 弹 赞 只 允许 产生 角 位 移 , 并 具有 无 穷 大 的 垂 向 
刚度 ,这 是 对 大 部 分 机 床 以 及 测量 系统 的 良好 近似 。 因 为 尽管 导 
轨 在 与 运动 阜 直 的 方向 上 具有 较 大 的 平 动 副 度 , 但 角 位 移 非 党 
大 “! 。 模 型 在 工作 区 内 水 平 位 移 对 基础 垂直 振动 的 敏感 性 的 减 
小 可 以 通过 藏 小 结构 { 设计 ) 的 尺寸 c, 减 小 基 罕 物 ,或 者 在 结构 
的 背面 增加 平衡 物 而 实现 ,而 在 工作 区 内 垂直 位 移 对 座 身 垂直 振 
动 的 敏感 性 可 以 通过 减 小 (设计 ) 尺 寸 ed 而 减 小 。 


Ха: 


б 
Хы 


8-5 ЖІК БМ ЕЕ ЖУ TB XJ f nb PJ EE RI 
BMC -1) "PAIR A E ЕСЕ) X... X, = ja (f) 
是 频率 了 的 函数 .可 用 于 衡量 物体 对 振动 的 敏感 程度 。 它 不 依赖 
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和 质量 M, M.) 2 Yk H I TE T fËE P< AH X: i zh B) të (8 5 Hb 
面 振动 幅 值 之 比 ,X,w/X, 应 该 乘 以 座 身 振动 的 幅 值 与 地 面 振 劲 的 
幅 值 之 比 { 即 座 身 / 隔 振 系统 的 传递 率 ) ІЗ Ж m i de 
系统 之 间 的 动态 看 合 非常 弱 , 那么 这 些 系统 可 以 认为 相互 独立 
( 见 5.3 节 )。 这 种 假设 是 完全 合理 的 。 因 为 在 大 多 数 实际 情况 
中 ,被 隔 据 基础 在 三 个 坐标 方向 上 的 自然 冰 率 (ff ) 比 结构 
自然 频率 六 小 很 多 , 座 身 的 质量 M, 通常 远 远 大 于 上 层 结构 M. 的 
质量 。 


8.1.3 Misit HM 


对 高 精密 或 者 振动 敏感 设备 隔 振 的 设计 准则 需要 考 虚 下 面 三 
种 典型 的 情 膏 :第 一 种 情况 是 保护 设备 中 茶 一 特定 部 件 不 受 地 而 
或 其 它 支 承 结 构 稳 态 振 动 的 影响 。 电 于 移 态 振动 可 以 表示 为 离 向 
频谱 ,所 以 这 种 情况 本 质 上 就 是 隔离 地 面 产生 的 正弦 振动 。 第 二 
种 情况 是 保护 设备 中 特定 部 件 不 受 来 自 地 面 的 准 稳 态 振动 的 影 
响 , 如 图 8 -2 中 包 络 线 所 包含 的 振动 。 哩 然 图 8 -2 中 的 曲线 包 
含 了 干扰 振动 的 频率 范围 ,但 可 能 只 有 一 些 特 定 的 频率 成 分 共有 
图 中 亡 示 的 幅 值 。 如 果 需 要 综合 处 理 基 个 被 保护 设备 的 部 件 不 受 
地 面 振 动 (振动 频谱 图 如 图 8 -2(a) 和 (by 所 示 ) 影 响 的 师 振 系统 
时 ,该 部 件 豆 与 隔 振 座 架 一 起 安装 ,这 将 保证 在 大 多 数 的 安装 位 置 
都 能 有 效 隔 振 。 第 三 种 情况 是 保护 设备 不 受 地 面 瞬 态 振动 的 影 
响 , 这 种 振动 主要 是 申 于 经 常 或 偶然 的 冲击 激励 产生 的 。 

1， 稳 态 振动 的 隔离 

对 于 第 一 种 情况 《 即 稳 态 激励 ) , 师 振 系统 对 频率 为 了 的 地 面 


振动 的 衰减 程度 取决 于 频率 比 //f, жеу m LL EZ UM, + 下 .J 是 


特定 方向 上 肾 振 系统 的 自然 频率 。 对 于 黏 性 阻尼 和 结构 (迟滞 ) 
阻尼 不 太 大 的 情况 ,振动 的 衰减 程度 (传递 率 ) 分 别 由 式 (5 -6) 和 
式 (5 -22) 来 表示 。 
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因此 ,对 于 频率 为 / 和 万 E RAE PL 0 PUE TE SE DECORUS n 
果 f,/f, BARK PX Е f, 比 频 率 为 记 的 振动 衰减 得 少 。 
当 隔 振 器 中 在 在 得 性 阻尼 时 ,根据 式 (5 - 6) ,增加 阻尼 (这 种 方法 
减 小 了 共振 峰 的 值 , 即 降低 了 设备 对 小 幅 值 “背景 曲 声 ”的 敏感 性 
并 减 小 它 在 侦 然 冲击 以 及 在 启动 / 停 由 过 程 中 设备 的 偏 移 量 ) 将 
减少 对 高 频 振 动 的 隔离 。 对 结构 阻尼 而 宦 ,根据 式 (5 - 22) ,增加 
阻尼 对 隔 振 效果 的 影响 不 大 。 

2， 准 稳 态 振动 的 隔离 

对 于 第 二 种 情况 ( 即 组 合 型 准 稳 态 激励 ) , 阿 振 的 原则 要 保证 
精密 物体 不 受 地 而 振动 的 影响 ,如 图 8 -6 所 示 。 其 中 ,图 8 - 6 
(а) 表示 在 给 定 方向 上 ,地 面 位 移 幅 值 艺 的 频谱 图 。 从 图 8 -2 可 
知 ,在 特定 方向 上 ,图 8 -6(d) 中 的 实 线 为 一 条 包 络 线 , 幅 值 为 n。 
图 8 -2(a) 中 的 低频 (“上升”) 部 分 是 由 测量 误差 引起 的 , 它 不 能 
够 表示 实际 的 振动 环境 , 因 面 可 以 被 忽略 。 图 8 - 6{a) 表示 物体 
关键 (工作 ) 区 域 产生 的 相对 运动 ,4。 表示 这 种 运动 的 容许 范围 
(通常 独立 于 频率 ,但 取决 于 物体 的 精度 ) 。 对 精密 机 床 ,或 者 对 
用 于 生产 电子 产品 的 精密 测量 设备 和 加 工 设备 而 言 ,机 械 结 构 和 
隔 振 系统 之 间 的 动态 焰 合 相对 较 弱 ( 见 前 面 的 讨论 和 5.3 节 )。 
困 此 ,相对 运动 幅 值 和 频率 特性 之 间 的 近似 关系 可 以 将 XX, 
X,/X 和 互相 乘 得 到 , 卫 振 指标 可 以 表示 为 


X, X X 
ауу SA шүй) «A (8-5) 
/ $ z 


图 8 -6 中 的 实 线 а 对 应 于 刚性 座 架 ;虚线 5 对 应 于 较 软 的 隔 
振 系统 , 它 和 刚性 座 架 其 有 相 网 的 阻尼 ;点 线 c 对 应 于 阻尼 增加 了 
的 较 软 的 隔 振 系统 。 左 边 一 组 图 对 应 于 具有 粘性 阻尼 的 隔 振 占 ， 
“жж АУД, 时 ,阻尼 越 大 振动 传递 率 越 小 。 右 边 一 组 图 
对 应 于 具有 迟滞 阻尼 的 隔 振 器 , 它 对 高 频 振 动向 工作 区 的 传递 没 
有 较 大 的 影响 。 坚 然 , 阻 尼 大 、 刚 度 小 的 陋 振 器 能 显著 减 小 被 隔 振 
物体 工作 区 内 的 相对 振动 。 必 须 注 意 ,如 果 所 选择 的 隔 振 器 在 共 
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Нани Ен 具有 材料 阻尼 的 隔 振 如 
(内 阻尼 ) 


从 机 座 到 工作 区 工作 区 域 中 的 
8453838 y... X, 相对 位 移 4 


Adi Sl LEE 
RHEE XUX, 


图 8-6 宽频 激励 的 隔离 


振 时 相对 振幅 X,, 没 有 超过 容许 振 级 A, 时 ,允许 该 共振 发 生 。 相 
应 地 ,可 以 通过 碱 小 f 或 者 增加 阻尼 5, ЖЕБЕ. ТЕ 
结构 日 然 频率 大 钼 的 相对 位 移 《., 随 着 隔 振 器 阻尼 的 增加 而 增 
加 ,但 在 更 高 频率 时 ,通过 减 小 地 而 振动 的 幅 值 ,并 将 具有 迟滞 阻 
尼 的 隔 振 系统 的 传递 率 曲线 降低 ,可 使 得 扩 处 发 生 的 共振 没有 上 
处 的 共振 危险 。 

采用 如 图 8 -6 所 示 的 地 面 振动 的 广义 频谱 比 采用 实际 测量 
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者 安装 新 设备 以 后 ,后 者 会 发 生变 化 ,而 图 8 -6 中 的 频谱 代表 了 
图 8 -2 中 进行 多 次 测量 后 最 差 的 一 种 情况 。 
图 8 -6 可 以 表示 为 解析 的 形式 ”。 如 果 隔 振 系 统 和 被 隔 振 
物 居 之 间 的 耦合 可 以 被 忽略 ,那么 在 关键 区 域 的 相对 振动 表示 为 
Ха) = JA) X. СР) ue өм Ха CÓ 2, = coan (8 — 6) 


根据 式 (5 - 22) 求 得 X, CO uu 


Б _ 1 + (8,7/7) И 
X, C у.м = А, = т ру а (87 т)? (8-7) 


根据 式 (8 -1) 和 式 (8 -2) 得 到 


B 
Xa) 


X, € Fr = 此 / 
JU a) í 5 


如 果 式 (8 -6) 中 的 所 有 参数 都 已 知 ,那么 就 可 以 计算 出 被 隔 振 物 
体 上 关键 区 域 的 相对 振动 并 与 容许 幅 值 4。 相 比较 。 在 式 (8 -8) 
中 ,凡是 频率 为 了 时 ,从 基础 到 关键 { 工 作 ) 区 域 的 传递 率 。 显 然 ， 
WRA / < f, лә BT ,WI 


йу = uf iuf) (8-9) 


成 立 。 通 带 由 于 有 5, «7.85, «ст. f, << f, , ВА, TERR J E 9 R 
振 频 率 了 处 ,满足 


(8-8) 


XC) “Ха, (TB,) (8-10) 
机 器 结构 的 动态 特性 由 u, 确定 ,my 是 在 某 个 远 小 于 大 的 频率 了 处 
Mfg. ЕЛЕУ 冬 广 ,因此 传递 率 上 可 以 表示 为 
ру, uf) (8-11) 
将 式 (8 -11) 代 入 式 (8 -10) ,在 频率 了/ 处 (危害 最 大 的 情况 ) , 工 
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XS) = Xf IP )o8,) (8 - 12) 
wg T iF X рУ НОНЕ A, 给 定 , 且 
X (f.) < À, (8 — 13) 


ARRERA. HA -12) 代 人 式 (8 -13) 后 ,重新 表示 为 
如 下 不 等 式 


2 
— < 28 (8 ~ 14) 
i е" X ge, 
UB 
k. 
M M 
p, = J. AM, tM, (8-15) 
"E 


EREHE AH E Hes SUSCI PE BOE e dB in. Ф, 应 能 完全 取代 
自然 频率 作为 判断 隔 振 性 能 好 坏 的 指标 。 它 表明 基于 上 面 的 假 
ЕЕЕ ЧИЛ НАЖ У 或 者 增加 隔 振 系统 阻尼 5 
来 提高 。 隔 振 系 统 每 一 坐标 方向 的 隔 振 效果 都 可 以 用 该 指标 进行 
HE. Ф, 的 有 效 性 可 以 通过 试验 数据 来 证 实 。 
该 标准 对 陋 振 器 弹性 材料 的 选择 也 是 非常 有 用 的 。 这 些 材 料 
的 刚度 各 阻尼 通常 依赖 于 振动 的 屋 值 = 和 频率 六 刚度 可 以 表 
жж 
k = K, Caf), (8 - 16) 


AH: ЕЕЕ ОВЕ ЖКК, ВИЕ ЖЖ. ж 
(8-16) fü ASK (8 -15) 可 得 


k, Kinka f) 
P, = dx NETUS, (8-17) 


显然 ,从 式 (8 -17) 可 以 看 出 ,对 于 给 定 的 ФИЯ Kia” 
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ó, 3c Hi hn d SR GU RARE 大。 由 于 Ku 和 5. 取决 于 频率 ,特别 是 
振幅 ,所 以 对 不 同 的 材料 和 不 同 的 振动 参数 而 言 ЕЛІ eA 
也 是 不 同 的 。 文 献 [1] 给 出 了 不 同 振幅 下 测 得 的 某 些 材料 的 Kan 
8, 比 。 所 以 ,环境 振动 幅 值 较 低 的 情况 下 , 降 振 器 材料 的 选择 应 
和 关 幅 值 振 动 条 件 下 不 同 。 

式 (8 -14). 式 (8 -15) 适 用 于 如 图 8 -2 所 示 的 一 般 环境 振 
zb ,它们 可 以 描述 为 窄带 等 强度 随机 振动 的 位 移 。 对 坐标 测量 仪 
(CCMM) 的 降 振 回 题 需 要 进行 特殊 地 说 明 。 许 多 CMM 设备 对 播 振 
振动 非常 敏感 。 相 应 地 ,对 这 种 设备 进行 安装 需要 采用 角 刚 度 较 
КАЕ, 

3. ШЖ 

55 — vi D E ES ES B rr, s OK S8 18 05] d Bd 22: ал (RE UE + nh 
击 )。 因 为 这 种 激励 的 持续 时 间 非 常 短 , 所 以 不 那么 让 人 讨厌 。 
地 面 冲 击 产生 的 相对 位 移 轿 值 的 容许 值 4。 可 近似 地 取 为 稳 态 振 
动 时 A, 的 3 倍 。 对 受到 冲击 激励 的 特性 进行 距 振 ,可 以 考虑 采用 
5. 6 节 中 的 改进 型 冲击 谱 法 进行 分 析 ,从 而 可 以 得 到 


А, = Алау = A.A... ya, (8 — 18) 


式 中 : a, 表示 地 面 冲击 位 移 幅 值 为 a; 时 基础 产生 的 位 移 峰 值 ,4， 
表示 与 图 $ -36(cy 中 作用 在 隔 振 系 统 上 的 正 矢 脉冲 对 应 的 冲击 
谱 值 ,4 表示 在 基础 正 矢 脉冲 作用 下 工作 区 产生 的 相对 位 称 的 冲 
击 谱 值 (图 5 -37)。 

如 果 y AL, „РА НЯ а, 和 延迟 时 间 z/ 已 知 (如 图 8 -3 所 
示 ) .那么 隔 振 系统 的 自然 频率 值 ( 它 对 设计 有 效 的 隐 离 系统 是 必 
需 的 ) 可 以 通过 对 前 而 的 表达 式 加 以 修正 得 到 。 根 据 这 种 方法 得 
到 的 一 些 精密 机 床 在 方向 上 的 人 值 非常 接近 于 自然 频率 上。 根 
DI T II Ф,Ж18,-0.5 可 知 ,f, HAARA EAD NASR 
动 是 非常 关键 的 。 由 于 这 种 关系 对 各 种 机 床 ( 它 们 具有 不 同 的 、 
多 种 式样 的 结构 ) 都 是 成 立 的 ,所 以 当地 面 脉冲 激励 如 外 8 - 3 所 
示 时 ,上 述 结论 可 以 推广 到 其 它 对 振动 敏感 的 设备 。 然 而 ,现代 的 
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超 精 密 设 备 总 是 安装 在 远离 产生 强 脉冲 的 地 方 ,而 且 , 出 于 那些 用 
来 安 奖 商 精度 设备 的 厂房 设施 受到 了 适当 的 控制 ,厂房 地 面 将 不 
会 产生 如 图 8 -3 所 示 的 位 移 幅 值 为 (30 ~ 60) um 的 振动 。 研 究 ` 
表明 ( 见 5.6 节 ,图 5 -37), 隔 振 器 的 阻尼 对 冲击 传递 的 影响 比 对 
稳 态 振动 传递 的 影响 要 小 。 因 此 ,对 于 隔离 稳 态 激励 ,阻尼 增加 的 
同时 允许 采用 刚度 更 大 的 隔 振 器 ,这 通常 是 很 重要 的 。 然 而 ,当地 
面 的 冲击 激励 非常 严重 时 ,不 能 使 用 刚度 较 大 的 隔 振 器 ,即使 它们 
具有 很 大 的 阻尼 。 


8.14 精密 设备 卫 振 中 的 附加 问题 


使 用 被 动 隔 振 器 进行 隔 振 会 碱 小 被 隔 振 设备 和 刚性 支承 结构 
(基础 ) 的 连接 刚度 。 如 果 被 隔 振 物体 中 包含 了 运动 部 件 (例如 ， 
平面 磨床 的 工作 人 台 , 坐 标 测量 侈 上 的 起 重 架 、 光 刻 机 中 的 台 架 
等 ) ,将 导致 平 动 .特别 是 极 具 危害 性 的 摇 振 振动 的 产生 。 这 些 运 
动 是 由 于 设备 中 重型 部 件 加 速 ( 减 速 ) 过 程 中 产生 的 惯性 力 以 及 
作用 在 驰 动 马达 上 的 反作用 力 造 成 的 。 

将 机 器 或 设备 安装 在 刚度 较 小 的 隔 振 器 上 时 ,也 有 可 能 降低 
没有 和 刚性 基础 相连 接 的 设备 框架 的 有 效 刚度 。 

这 些 间 题 对 安装 在 弹性 支 兴 上 的 所 有 设备 都 非常 重要 ,特别 
是 对 振动 敏感 的 精密 设备 。 研 究 表明 ,精密 光学 设备 中 最 强烈 的 
振动 激励 是 由 “ 镜 台 机 械 ”" 产 生 的 ,该 部 件 主 要 用 来 在 YY 方向 对 
目标 进行 定位 ”。 虽 然 可 以 等 振幅 完全 衰减 后 再 正式 进行 成 像 ， 
但 确定 镜 台 运动 停止 与 正式 开始 成 像 之 间 需 要 多 长 时 间 是 非常 重 
要 的 。 

1， 由 内 部 动态 力 产生 的 振动 的 隔离 

对 某 些 被 隔 振 的 精密 设备 来 说 ,如 果 在 下 一 次 操作 (例如 , 平 
而 高 床 的 下 一 次 磨 削 ;坐标 测量 仪 进行 下 一 次 测量 ; 光 刻 机 下 一 次 
曝光 ;用 显微镜 进行 下 一 次 观察 ) 前 没有 消除 其 摇 皖 或 直线 运动 ， 
那么 将 产生 非常 有 害 的 影响 。 虽 然 这 些 振动 通常 蚌 低 频 的 ,但 其 
强度 很 大 , 因 面 导致 在 工作 区 内 产生 过 大 的 位 移 。 两 种 典型 的 情 
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况 是 :WD ERPE а СОШ ЕЕ ЕЖ) 0 较 小 的 元 件 以 
较 大 的 如 速度 运动 (如 光 刻 机 中 的 娃 片 台 和 标 线 人 台 )。 

在 情况 中 中 , 播 摆 振动 可 以 通过 将 机 器 刚性 地 安装 在 重型 基 
础 块 上 ,并 将 隔 振 器 置 于 这 些 基 础 块 之 下 来 减 小 振动 。 但 这 种 方 
法 在 安装 ,特别 是 在 重新 安装 过 程 中 费用 高 、 耗 时 长 。 如 采 振 动 最 
敏感 的 方向 和 内 部 激励 力 方 向 垂直 时 ,采用 一 个 具有 最 优 刚 度 比 
的 各 向 异性 隔 振 器 具有 良好 的 效果 '"*。 在 内 部 激励 方向 采用 刚 
度 较 大 的 隔 振 器 ,可 以 减少 播 摆 振动 的 幅 值 并 增加 振动 的 频率 。 
频率 的 增加 将 导致 播 摆 振 动 以 更 快 的 速度 衰减 。 减 小 播 摆 振 动 的 
另 一 个 有 效 的 方法 是 增加 隔 振 器 的 阻尼 ,特别 是 增加 摇摆 振动 方 
向 上 的 阻尼 ,从 而 缩短 系统 达到 稳定 状态 所 需 的 时 间 。 第 三 种 方 
法 是 在 内 部 激励 方向 上 增加 了 醒 振 器 之 间 的 中 离 ,这 样 增加 了 系统 
的 角 刚 度 。 角 运动 分 量 ( 与 大 幅度 运动 相交) 的 减少 与 水 平 运动 
分 量 的 增加 ,可 以 显著 地 减 小 被 隔 振 物体 的 偏 称 量 。 为 增 大 两 个 
隔 振 器 之 间 的 距离 ,可 以 在 被 阳 振 物体 的 框架 下 而 安装 金属 板 , 然 
后 再 在 金属 板 于 而 安装 隔 振 器 。 金 属 板 的 厚度 通常 为 (25 ~ 100) 
mm ,从 而 提高 精密 机 床 和 其 它 精密 设备 框架 的 刚度 。 在 金属 板 上 
确定 用 于 减少 播 摆 振动 的 安装 孔 的 位 置 是 非常 容易 的 。 与 此 类 他 
的 是 ,可 以 通过 采用 具有 和 较 大 角 财 度 的 隔 振 器 来 增加 隔 振 系统 的 
有 效 角 刚度 。 虽 然 传 统 隔 振 器 的 角 刚 度 非常 小 ,但 通过 合理 地 设 
计 弹 性 元 件 可 以 满足 所 要 求 的 特性 ,如 采用 橡胶 金属 层 压板 。 尽 
管 将 隔 振 器 布置 在 包含 了 被 隔 振 体重 心 的 平面 内 可 以 实现 完全 解 
耦 , 但 这 种 布置 方式 只 适用 于 隔 振 系统 被 安装 在 重型 惯性 块 上 的 
情况 。 热 而 ,通过 提高 曲 振 带 的 安 壮 平 而 ,从 而 减 小 它 到 重心 平 而 
之 间 的 距 离 是 非常 有 效 的 方法 。 因 为 这 将 减 小 系统 中 平 动 方向 和 
转动 方向 之 间 的 耦合 ,并 增加 平 动 分 量 。 该 方法 所 付出 的 代价 是 
在 播 摆 运动 中 增加 了 更 有 害 的 角 运 动 分 量 。 

为 了 减 小 情况 包 中 所 产生 的 内 部 动态 力 的 影响 ,上 而 所 有 的 
方法 都 可 以 用 来 彻底 减少 工作 区 内 由 驱动 马达 的 反作用 力 以 及 运 
动 平 台 的 速度 或 加 速度 产生 的 扰动 。 此 外 ,有 两 种 结构 设计 方法 
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应 用 比较 广泛 。 第 一 种 方法 是 引入 一 种 承载 驱动 马达 的 所 谓 “ 作 
用 力 " 或 “反作用 力 " 框 架 , 如 图 8 —7 所 示 '" 。 作 用 力 框 架 与 地 面 
上 的 支承 结 构 ( 图 8 —7 中 的 支承 架 ) 刚 性 连接 ,而 测量 台 架 (图 
8 -7 中 对 振动 相当 敏感 的 硅 片 台 和 光 刻 全 ) 当 反作用 力 框架 降 开 
以 怪 护 其 不 受 外 部 振动 的 影响 。 当 娃 片 台 或 光 记 台 由 面 定 在 反 作 
才 力 框架 上 马达 的 驱动 下 加速 (减速 ) 时 ,马达 产生 的 反作用 力 对 
框架 和 地 面 产生 激励 ,而 微 电 子 设备 厂房 的 地 面具 有 非常 大 的 出 
度 ” ,所 以 地 面 振 动 幅 值 相对 很 人 小。 地面 ( 支 承 架 ) 的 振动 由 测 
LAE Eb I P rv Y Wb LB Е зй TIE 
BB. HI FORSE SAXA f; ЛЕ SAR) EUG B АЕ 
ЖОЙЫП VE XD EE I E GEEAE, ХЫ 
置 的 缺点 是 结构 比较 复杂 。 图 8 -8 为 另外 一 种 设计 方法 。 
其 中 ,相对 较 重 的 承载 光 刻 台 框 架 由 7 方向 的 大 功率 长 行程 
(1.05) 作 动 器 驱动 ,由 较 小 的 慢 速 短 行程 作 动 器 在 § 个 运动 方向 
上 进行 精确 定位 ,并 采用 了 两 个 平衡 硅 码 (平衡 质量 ) 来 防止 由 
LoS ТЕМЕН S BL SS АЕ ЕМЕНІ PP HE (Ж. З Gr DS 
能 够 产生 与 重心 变化 方向 相反 大 小 相等 的 作用 力 , 因 而 减 小 其 
TRI E Wa 


图 8-7 ASML PAS 5500 型 光 刻 机 结构 
( 作 动 器 的 反作用 力 传 递 到 受 力 架 ) 
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ЕІ8-5 精密 光 刻 机 的 稳定 工作 台 


2. 隔 振 对 被 隔 振 体 有 效 刚 度 的 影响 

支承 元 件 的 刚度 .数量 和 位 置 对 被 隔 振 设备 的 变形 (或 刚度 ) 
有 很 大 的 影响 。 甚 至 是 一 个 非常 及 小 的 结构 ,如果 被 合理 地 支承 ， 
它 也 可 能 具有 一 定 的 有 效 刚度 。 小 型 精密 设备 通常 不 需要 附加 基 
座 来 增 天 其 框架 结构 的 刚度 ,而 大 型 设备 (超过 10t 的 机 床 等 ) 通 
常 需 要 采取 这 种 措施 ,除非 它们 经 过 特殊 地 设计 后 被 安装 在 3 个 
支承 点 上 (运动 学 安装 )09 。 必 须 注 意 , 小 型 设备 的 自然 频率 比 类 
似 的 但 尺寸 较 大 的 设备 的 自然 频率 高 НУЛИ ТАЕ ТЕШ, 
L 是 线性 参考 尺寸 。 在 许多 情况 下 ,特别 是 对 中 等 质量 ((50 ~ 
10)t) 的 机 器 而 言 ,合理 地 布置 隔 振 装 置 可 以 减 小 框架 的 静态 变 
形 ,因而 可 以 使 它们 看 起 来 好 像 具 有 更 大 的 刚度 。 
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XT x E fi E MEG DC ES E Д] > — JE YF. Gr 35 Sp rh BJ REGEL, 1818 
不 同 关 键 点 处 的 最 大 变形 量 几 乎 相同 。 对 于 简 支 粱 (可 以 当 作 实 
际 结构 的 简单 模型 ) 而 言 , 穆 过 将 支 革 点 布置 在 所 谓 的 Bessel 点 
后 ,就 可 以 达到 很 好 的 平衡 效果 。 这 种 方法 和 如 图 8 -9 所 示 , 图 中 
梁 上 承载 了 均匀 分 布 的 载荷 (例如 重量 )。 Ж І8-9(а) тх 
承 改 为 两 端 脱 和 作 安装 后 ,可 以 使 最 大 变形 减 小 5 倍 。 然 而 ,如 果 将 
支承 布置 在 Bessel 点 , 即 离 梁 端点 0. 23L(L/I = 1. 86) Ak, np UL {E 
Е Kay ak 48 18 (ЕІ8-9(с)). 5ld8-9(a)(borP R8—+ 
最 大 变形 点 的 情况 不 同 , 图 8 -9(c) 中 有 3 个 最 天 变形 点 ,它们 分 
别 是 两 个 端点 和 一 个 中 点 。 显 然 , 如 果 在 图 8& -9 rh HSE TE x Ж 
而 不 采用 刚性 支 束 ,也 会 出 现 相 似 的 情况 。 由 于 图 8 -9(c) 中产 
HÆ AE TE B5 Ba d ^|, Bir UI pH s 9 RE p= 7E BUS un tE ЖАМ, TEX 
承 更 复杂 的 结构 如 板 或 复杂 框架 时 ,可 以 应 用 类 似 的 方法 “ 。 


f- 
AMEDEO d 4 e 


-1/5 
сег 9 


f-i/48 


(c) 


图 8 -9 双 支 举 泡 结 移 中 支承 点 的 位 置 和 
SEIS TU x] НЕҢ K EE: ІЗ RE ЩА 


PESE (B di 88 ) ВОЛ E 138 АУ НЕРІН ( BI 88 К ri ph 6 
和 被 如 工 零 件 之 间 ) 的 相对 变形 的 影响 主要 是 由 于 它 改 变 了 座 哥 
作用 在 结构 上 的 力 。 这 些 反 和 作 用力 使 结构 的 变形 模式 发 生 了 政 
变 。 对 座 架 反作用 力 导 致 的 两 种 变形 进行 区 别 是 非常 重要 的 。 在 
第 一 种 情况 中 ,被 支 辽 结构 为 单一 整体 或 单元 ,其 质量 分 布 不 随时 
间 发 生 很 大 的 改变 。 在 第 二 种 情况 中 ,结构 被 安装 在 支 圣 元 件 / 座 
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架 上 后 ,质量 分 布 发 生 改 变 。 相 应 的 例子 有 :用 子 如 工 不 同 工 件 的 
机 床 ,或 者 一 些 本 身 具 有 大 型 运动 部 件 ( 录 支柱 .工作 台 . 连 杆 等 ) 
的 设备 。 

对 Bessel 点 进行 定位 取决 于 结构 的 载荷 分 布 以 及 变形 参数 
【斜率 和 挠 度 ) 。 图 8 ~ 10(a) 表 示 一 根 受 到 均匀 分 布 载荷 Q 作用 
的 简 支 梁 (与 图 8 -9(c) 相 似 )。 图 8 -10(b) 表 示 一 根 受 到 集中 


(а) 


(b) 


8-10 АЖА $K AS RI SOROR 


(移动 ) 载 项 已 作用 的 简 支 梁 。 对 图 8 - 10 a) mi zi 3E dE PST X 
iR јн] (х =L/3) 和 支架 外 (x =0.x = 工 ) 产 生 的 最 大 斜率 为 


3 
|у = іу, al = 0.001543 e (A = 0.222L) 
(8 — 19) 
EKER x 20410 x-2L2)H 
4 
Ж.-а = У,-12 = 0. 0002698 £= (А = 0.2231) 


(8 – 20) 
类 似 地 ,对 于 图 8 -10(b) 24 ¿= LZ2 时 ,有 


PL 
Yn F Y.-oanr = 9. 03727 “Еу (А zr 1197) 


(8-21) 
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Pp 
|9201 = LAT = 0. 006811 “ЕР (А = 0.1564.) 


(8 - 22) 


BER B UC ЖАНЖАЛ ES у 0. 1191, ~0.223L 之 癌变 化 ， 
[B xc bs IE P Je JE 8 E ЕНІ, tn E BC ІІ, ЖУ 
署 都 布置 在 平均 位 置 0.18 工 处 ,而 不 是 布置 在 各 自 的 最 优 位 置 , 那 
入 最 大 斜率 将 增加 160%, ХЕ ЕН ge 280%. 

图 8 - 11 交 立 柱 届 床 支承 位 置 的 优化 图 。 立 柱 的 草 基 VW, = 
42500N Hj P, = P, =21250N 来 表示 ,它们 被 依次 布置 在 机 座 的 两 
个 位 置 上 ,好 在 立柱 矣 定 行 程 的 端点 。 甸 床 的 昌 重 袖 对 称 布 置 在 
YATTA V JE p šh 2 la] ,因此 可 以 保证 基 座 的 变形 是 严格 的 弯 
曲 变 形 { 而 非 捏 转 ) ,其 拨 度 的 大 小 可 以 通过 分 辨 力 汶 0. бит 的 标 
尺 相 对 于 参考 基础 (没有 表示 出 来 ) 测 量 得 出 。 佐 化 过 程 是 每 次 
Je OK a B 的 位 置 移动 150mm。 当 支承 位 置 从 初始 位 置 移动 
150mm 后 [如 图 8 — 11 (Cb) Br2s |, 3x #& ex — IBI CER] T BER h 
4рт 15% ) , Ч 2) 300mm 时 [如 图 8 — 11 (6) Bros ] , 55 DEBE 34 
Я> 10шп (40%), В-ВИ АОЛ 8 — 11 (d) Bros |, 
TREERE C AR EEEE W 338 pu. A, E 8 11 (o) rj 
B) ЗЕ А. 

A4 £i pA НЕ ES SERI CTA , nT ELGB БІНЕ Зс ТЕТЕ СЗ ) Ж 
承 结构 上 。 如 果 座 架 的 数目 为 3( 运 动 学 支承 ) ,那么 ,它们 产生 的 
友 作 用力 不 依赖 于 座 架 高 度 和 和 刚度 的 变化 ,而 且 不 受 支 承 面 几何 
КАРЕ в 

ix ЗЕТЕ ЕКЕ ЕНУ ӨЗЕЗЕДЕНІЛЕЗЕ ЕАН Fl BU 
ARAME. Ho EH Jp КАЗ РБЕ Е bii Е 
ЖЕН TECA hr , Ed m Zi E cP pr A BB PE 65 3535 hs ЕГІҢ 
ЖІ НЕЗ. ER yE ¿< é НЕА MIIHF 3 K BJ — TUB RUE EERE 
LERTE ( 89 ) 48 ЕНІ EFT А ТУЕ £: je BE YE — 2 , SEE HE] RS 
Э sr pU, ҚАП АЖЕ ЕЕЕ ZE Rd ЕЕ ЛЮ 
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图 8-]] ARRENA A mm) 
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上 。 钢 板 的 厚度 通常 为 (25 ~ 100) mm ,被 隔 振 体 越 大 需要 的 钢板 
ВЕЛ, 

然而 ,在 更 多 的 情况 下 设备 安装 点 的 数目 大 于 3 个 ,这 类 系 
统 构 成 了 超 带 和 定 系 统 。 当 它们 被 重新 布置 时 ,尽管 没有 改变 其 
质量 分 布 ,但 座 架 之 间 反 作用 力 的 分 布 会 发 生 改 变 。 显 然 , 这 将 
导致 结构 中 三 维 应 力 一 应变 图 发 生变 化 。 反 作用 力 的 变化 很 容 
易 导致 作用 在 结构 上 的 力矩 发 生变 化 。 如 果 精 加 工 后 的 部 忻 被 
安装 在 3 个 以 上 的 座 架 上 并 被 移动 到 其 它 位 置 ( 如 移动 到 装配 
车 间 ) 时 ,或 者 装配 好 的 机 器 /仪器 被 移动 到 其 它 位 置 时 ,将 不 可 
避免 地 改变 其 安装 条 件 { 反 作用 力 ), 从 而 导致 结构 产生 变形 。 
这 种 变形 通常 可 以 通过 调整 结构 的 水 平 度 进 行 校正 (调整 每 个 
座 架 的 高 度 ,直到 结构 中 指定 参考 而 的 变形 在 可 接受 范围 内 为 
止 )。 由 于 座 加 和 支 学 结构 中 的 反作用 力 会 随时 间 缓 慢 变 化 , 因 
此 必须 按照 上 述 方 法 定期 对 每 个 重新 装配 后 的 部 件 或 组 合 结构 
进行 调整 。 应 该 注意 的 是 ,由 于 调整 过 程 涉及 到 座 架 高 度 的 改 
变 , 且 卫 振 器 的 刚度 比 刚 性 座 架 ( 槐 形 座 架 .螺纹 安装 等 ) 小 得 
多 ,所 以 隔 振 器 上 的 反作用 力 比 刚性 座 架 上 的 力 要 稳定 得 多 。 
此 外 , 隔 拔 器 不 存在 “应 变 松弛 ”过 程 ,而 “应 变 松 弛 " 基 刚 性 座 
架 的 典型 特征 。 

对 于 一 个 尺寸 给 定 的 框架 ,虽然 增加 座 架 的 数量 可 以 减 小 
座 架 之 间 的 距离 ,并 使 框架 的 变形 量 减 小 (在 理论 上 与 丰 成 正 
Ш) ,但 系统 对 支承 表 而 微小 的 几何 变形 以 及 安装 条 件 、 座 架 高 
度 的 变化 更 加 敏感 ,特别 对 于 那些 刚性 座 架 ,情况 更 是 如 此 。 这 
种 变化 可 以 对 座 架 的 反作用 力 产 生 显 著 影 响 。 由 于 随 郑 座 沫 数 
量 的 增加 , 结 略 的 有 效 刚 度 变 大 ,所 以 即使 是 非常 小 的 届 差 也 将 
导致 反作用 力 出 现 较 大 的 波动 {因此 产生 了 变形 ) ,相反 好 ,将 使 
一 些 刚性 座 架 失效 。 合 适 地 选择 座 架 位 置 和 数量 是 非常 重要 
的 , 它 既 能 减 小 播 摆 振动 ,又 能 够 增加 振动 敏感 设备 的 有 效 刚 
度 。 因 而 这 个 问题 特别 值得 注意 ,但 设计 者 却 通常 很 少 考虑 该 
问题 。 
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82 对 本 身 是 振 源 的 物体 的 隔 振 


这 里 主要 研究 如 何 对 产生 单 频 周期 激励 .多 频 简 谐 激励 .保守 
冲击 激励 (局 限于 被 也 振 物 体 的 结构 中 ) 和 惯性 冲击 激励 的 物体 
HEIT S8 o 


821 产生 单 频 激 励 的 物体 


下 面 考虑 两 种 山 振 安装 的 情况 。 第 一 种 情 癌 ( 单 向 激励 是 
出 振 上 器 受到 单 向 粗 励 , 它 主 要 隔离 一 个 方向 的 振动 。 这 种 情况 虽 
不 常见 ,但 非常 重要 。 第 二 种 情况 是 (多 向 激励 ) 单 频 激 励 玫 能 具 
有 多 个 坐标 分 量 ( 如 由 不 平衡 转子 产生 的 激励 ) , 隔 振 器 必须 在 客 
个 方向 具有 相同 的 刚度 。 

1. 产生 单 向 激励 的 物体 

这 类 物体 中 典型 的 代表 是 激 振 咯 , 它 用 于 对 部 件 和 设备 进行 
性 能 测试 (通常 情况 下 是 电力 驱动 )。 其 主要 的 特征 参数 是 ;在 特 
定 频 率 范围 内 ,必用 在 由 于 圈定 试 件 的 工作 台 上 的 简 谐 (正弦 ) 激 
励 力 的 最 大 幅 值 。 因 为 作用 在 支承 结构 { 地 男 ? 上 的 反作用 力 的 
幅 值 算 能 超过 额定 作用 力 的 大 小 ,因此 将 对 振动 敏感 设备 和 工 必 
大 员 产 牛 严重 的 爷 害 。 虽 然 大 部 分 测试 都 采用 垂直 激励 ,但 激 振 
髓 在 垂直 面 内 可 以 俩 斜 , 从 而 政变 振动 的 方向 。 振 动 测试 也 下 在 
特定 的 幅 频 范围 内 采用 具有 复杂 频率 分 量 的 振动 来 进行 { 包 括 冲 
击 )。 然 面 , 隔 振 分 析 通 常 是 对 单 频 激励 而 言 的 。 

由 于 激 振 器 的 频率 范围 通常 比较 宽 , 而 且 起 始 频 率 低 ( 如 Da- 
ta Physics S — 100 738 ds di EP) A E i PE] 7 ( 2 ~7000) Hz) , ВУ 
振 器 一 般 安装 在 垂直 自然 频率 低 (A=(1-3)Hsz) 的 气动 隔 振 器 
上 ,这 种 顺 振 器 的 水 乎 刚度 比 王 向 风度 大 ( 约 2:1)7。 由 于 山 振 器 
的 垂 疝 目 然 频率 如 此 小 ,因此 淮 振 肯 设 备 好 像 是 处 于 " 潜 浮 ” 状 
态 , 且 其 产生 的 反 向 运动 将 从 工作 台 的 有 益 振 动 中 吸收 一 些 能 量 ， 
pe d X3 d LE DOMNCDHESEPUES OLI EMO EEG LE 
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上 ,而 是 先 和 一 个 惯性 块 相连 接 再 进行 安装 ,这 样 可 以 提高 其 工作 
效率 。 文 献 [10] 中 激 振 器 的 质量 为 80kg ,产生 激 振 力 的 峰值 为 
650N。 图 8 -12 为 激 振 器 刚性 固定 在 地 面 ( 线 1) .安装 在 气动 隔 
振 器 上 (f=2.5Hz}( 线 2) 以 及 它 首 先 被 刚性 安装 在 混凝土 质量 
№ (9 1000kg) ,然后 再 安装 在 一 个 阻尼 为 ?=0.01、 频 率 拓 = 
0.5Hz 的 隔 振 器 上 ( 线 3) 时 传递 到 地 面 的 力 。 采 用 "直接 Pe BJ 
方法 可 以 在 重要 的 频段 内 ((7 ~ 20) Hz) 使 传递 率 减 小 (1 — 1.5) 
个 数量 级 。 在 f=2. 5Hz 左右 ,传递 率 在 (1 ~3.3)Hz 的 频率 范 独 
内 变 差 。 当 隔 振 系统 中 惯性 质量 块 的 质量 是 隔 振 器 的 12.5 E. H 
的 频率 为 隔 振 器 的 0.5 倍 时 ,在 相同 的 频率 范围 内 可 以 使 传递 率 
降低 35 倍 之 多 ,但 这 通常 是 不 必要 的 ,因为 这 将 导致 在 该 频率 范 
围 内 产生 的 激励 万 约 为 1. 5N。 


100% 
190 


10 


反作用 为 上 


І 10 100 1900 
频率 /Hz 


8-12 激 振 器 在 三 种 不 同 的 安装 方式 下 传递 到 地 面 的 力 
1 一 直接 安装 在 地 面 上 ; 2 一 安装 在 隔 振 器 上 (Jf, -2.5На); 
3 一 安装 在 中 隔 振 器 (上 =0.5Hz) 支 承 的 水 泥 厚 平板 上 。 


采用 惯性 质量 块 对 提高 激 振 器 的 效率 非常 重要 。 激 振 器 有 效 
Ti OO TRAP ҒЫ K =M,/(M, +M, + M, + MUI, HP 
М, =80kg 为 激 振 器 的 质量 M, + M, = 25kg 为 试 件 和 工作 台 的 总 
质量 ,= 1. 3kg 为 可 动 线圈 的 质量 。 由 于 惯性 块 可 以 有 效 地 增 
加 M, ,所 以 直接 安装 在 隔 振 器 上 时 六 =0.75, 而 应 用 了 惯性 块 时 
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尺 =0.98。 因 此 , 当 隔 振 系 统 自 然 频率 较 小 时 ,应 用 惯性 块 不 仅 本 
以 减 小 传递 率 ,而 且 还 可 以 大 大 邮 提 高 系统 的 动态 效率 。 当 然 , 也 
可 以 通过 增 大 /或 者 应 用 虚拟 惯性 块 来 提高 其 效率 (如 通过 具有 
运动 转换 能 力 的 隔 振 器 来 实现 , 见 5.2.4 节 )。 

2. 产生 多 向 激励 的 物体 

在 对 产生 频率 为 的 音频 激励 力 的 物体 (如 由 不 平衡 元 件 旋 
$£ = E Yt fr S Ba PJ ,通常 采用 的 频率 比 为 УУ 24 ~5, 其 中 人 是 
隔 振 系 统 在 垂直 方向 上 的 自然 频率 。 由 式 (5 -6) 和 式 (5 -18) 可 
若 ,动态 力 的 垂直 分 量 减 小 了 {15 -25) 倍 (尽管 现代 平衡 技术 通 
常 认为 没有 必要 采用 这 种 隔 振 方法 ) ,因此 在 设计 过 程 中 可 以 选择 
很 小 的 六。 例如 , 当 转 子 转速 为 1300r/min 时 ,选取 人 = (6-7) Hz; 
转速 为 900r/min АЕ, f, = (3 - 4) Hz, 38 E fe FLU 2 EUR 
器 就 能 够 满足 这 个 要 求 。 由 于 这 些 隔 振 器 阻尼 很 小 ,并 在 高 频 范 
围 (f 约 太子 10f,) 内 性 能 比较 差 ,所 以 由 轴承 误差 ,同上 隙 等 原因 引 
起 的 高 频 激 励 不 会 被 塞 减 ,甚至 可 能 被 放大 。 

考虑 到 隔 振 系统 在 各 种 模 态 下 有 不 同 的 传递 率 ,因此 需要 根 
据 实际 情况 来 确定 频率 比 的 大 小 。 其 中 ,最 危险 的 一 种 情况 是 被 
隔 提 物体 在 垂直 方向 上 产生 的 激励 力 最 大 。 由 子 水 平 振动 ( 斤 
H) 自然 频率 较 低 , 它 不 会 使 被 隔 振 物 体 产 生 很 大 的 偏 移 ,除非 被 
隔 振 物体 在 垂直 方向 上 的 自然 频率 很 小 。 因 此 ,激励 力 在 水 平方 
向 上 的 分 量 比较 容易 隔离 。 在 垂直 方向 上 产生 剧烈 振动 的 典型 例 
子 是 带 ( 水 平 或 者 倾斜 放置 的 ) 不 平衡 转子 的 物体 。 

XHBZKOE Cy 轴 ) 方 向 放置 的 不 平衡 转子 而 言 ,激励 力主 要 存 
在 两 个 分 量 ,z 方向 的 分 量 F. 和 x%* 方 向 的 分 量 F... X$ F, 来 说 , 陋 
提 系 统 的 传递 率 由 自然 频率 /决定 ;对 子 F, 来 说 .由 取决 于 较 弱 
38 BEBE dS (0, 5.4 节 ) 的 自然 频率 f.,。 如 果 作 用 在 转子 上 的 扭 
矩 随 着 频率 /发 生变 化 ,那么 振荡 扭 给 TT, 的 传递 率 由 摇摆 模 态 的 
自然 频率 fs 和 ,确定 (大 多 数 情况 下 ,由 较 大 的 .确定 )。 振 葛 
扭矩 并 不 是 一 直 都 存在 ,但 在 内 燃 机 中 非常 明显 。 对 垂直 放置 (zx 
轴 ) 的 不 平衡 转子 而 言 , 相 应 的 情况 是 下 . AVR F, — f. BBR 
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摆 模 态 ) ,扭矩 为 有 ,这 里 没有 考虑 模 态 看 合 。 
隔 据 的 效果 取 湛 于 对 所 有 动态 力 和 力矩 分 量 的 刻 减 程度 。 动 
态 力 的 两 个 正 交 分 量 的 模 位 差 是 mw/2。 对 于 一 个 滑 z 轴 放 置 的 轴 


F, -Ғ,віш2тй; F, = Fsin(2 mft – 7/2); 
F' -2F'sin2Uft; F' = F'sin(27 -m/2); (8-23) 


нг, FF ZF ue, = Fpa Fs 


F' sin2 fk)” + (F' cos? mft) 
" ЕСЕТ vo ti ,, 0082 TUfL) (8-24) 


式 中 : F. REI J EITE, А C) RS RA ЕЛЕҢ НЕНІ Ым, 
和 u, 是 没 对 应 轴 的 传递 率 a, 是 总 传递 率 ; 三 角 表 达 式 (4sinp) + 
(Всовр)” 的 幅 值 为 max(4 ,B^) ,因此 ,整体 传递 率 为 


max( Ғ”,,Е) 
Hr = — = max(ug qup ) (8 - 25) 


ЖУЗЕ АСЕ ЕЕ Wa ë HERA ТТЫ, BS r j 18 F А) 
表达 式 旺 一 个 非常 简单 的 式 于 。 

由 此 可 知 , 陋 振 效 打包 由 两 个 模 态 的 传递 率 确定 , Bl JJ ЖІ 73 
的 最 高 模 态 的 传递 率 。 在 许多 情况 下 ,只 存在 一 个 重要 的 因 于 
( 332 7358 ) ,因此 可 以 只 需 考虑 一 个 模 态 的 传递 率 。 如 末 两 个 因 
于 都 存在 ,那么 可 以 采用 有 效 传递 率 上 或 者 它们 的 加 权 平 均值 。 
对 于 说 了 轴 和 >y 轴 放置 的 转子 .相应 地 有 


] 
P, = 2-0 шр + Wan) = 
1 
>! W,max(g,. „Hr, ) + W.max( gtr, sity, ) ] (8-26) 


I 
Ry 731 W,max(u, ғ) + тах (и, gr.) 1 (8-27) 
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AP: 加 权 系 数 W. +W, =2。 一 般 情况 下 ,扭矩 传递 的 危害 性 比 
较 小 。 对 大 型 隔 振 器 来 说 ,产生 输出 扭矩 的 力 很 小 ;对 小 型 隔 振 器 
来 说 , 扭 窍 对 支承 结 梅 的 作用 是 局 部 的 。 因 此 ,在 许多 情况 下 , 假 
设 W, =2 玩 ;。 由 于 力 和 扭矩 使 阳 振 器 产生 的 反作用 力 必 须 以 矢 
量 的 形式 进行 合成 ,所 以 式 (8 -26) 和 式 (8 -27) 所 得 到 的 结果 相 
对 比较 保守 。 用 于 对 机 器 进行 隔 振 的 典型 隔 振 系 统 的 参数 值 为 : 
m. = k 7k 24 ~ 6;fa = 0.4 = 0.45f.; fk 1. 2f Lf m 
1. 15f 。 如 果 阻 尼 适 中 (5, =0. 6) , ETT EB u, = 0. 20 ( E X ECT 
Dh F 5 i tea ЛЕНЕ дЕ Se oK ËJ). MA 3X8 -26) 和 式 (5 - 6) п] 
АЯНЫ z 88 E BU Р BICIS S= BJ A 3⁄2 DE Ч ff, > 2.0; H Ж 
(8 -27) 和 式 (5 — 6) B SIT x SLICE 89 56 T BS 50 s H 2978 f/f,» 
2.6。 如 果 扭 定 的 波动 不 严重 并 可 以 被 忽略 (下 =0) , JBE Z 18 3E EE 
Jr [81 (z 轴 ) 放 置 的 转 了 于 应 满足 FF > -0.9, T0 x ЖЕНІЛ 
满足 f/f > ~2.0。 显 然 , 如 果 要 求实 现 更 大 程度 的 衰减 ,这 些 频 
率 比 值 应 该 增 太 。 和 根据 前 面 所 讨论 的 方法 不 难 求 出 这 些 值 。 然 
面 , 当 转 子 沿 垂 半 方向 布置 时 ,其 结果 还 需要 进行 收 正 ,主要 是 由 
ЖУ ИНЕК, АННЫ GA CELERE PAESE Lc 
EE Er J mag dean hus. ЖАРНА F R f/f» = 1.5 ЖЖ 
全 的 。 

这 里 通过 一 个 其 有 垂 向 轴 的 锤 式 破碎 机 对 上 述 结 论 进行 实验 
验证 (= 12Hz; fo = f. = 1. b6 Hz ; f, -23.5Hz;f, = 4. ОН, = 
0.0227, 20.093; 17, = 0.125). $ W, = 2W, = 1.33, w JR X 
(8 -26) 18 9] u = 0. 042. ЕМЕ ЖЕН ҢІН 65 TE 
动 , 可 以 得 到 j=0. 0355, 

Mk (8 -26) (8 -24) 和 式 (5 -6) 可 知 ,对 给 定 的 衰减 量 
上 4 而 育 , 很 容易 确定 隐 振 器 所 需 的 自然 频率 。 当 激励 力 由 不 平衡 
转子 产生 时 ,在 和 解 态 过 程 内 这 种 力 非常 大 并 被 传递 到 支承 结构 中 。 
产生 瞬 态 过 程 主要 是 由 于 转子 需要 可 速 到 工作 转速 ,或 减速 { 停 
止 )。 通 常情 况 下 ,后 者 比 前 者 危害 更 大 ,因为 减速 过 程 一 般 比 加 
速 讨 程 长 ,从 而 可 能 出 现 淮 共 据 现象 ,除非 采用 了 刹车 装置 。 吾 
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В-ТАН ТЖЕ МИНИНА 6 ACA- F) а АЫ 
ЕЖ Жи БАН. Лаг BB org ex 
的 动态 载荷 比 稳 态 载荷 大 (5 ~6) 倍 。 这 主要 是 由 于 瞬 态 振动 激 
起 了 隔 振 系统 中 较 低 目 然 频率 的 准 共 振 条 件 。 虽 然 在 大 多数 情况 
下 这 种 持续 时 间 和 得、 强度 大 的 动态 力 并 不 十 分 危险 НА а EE BË 
减 小 其 幅 值 。 工 程 中 可 以 通过 采用 一 些 简 易 的 方法 (如 快速 漳 
车 ) 和 增加 隔 振 器 胃 尼 来 减 小 隔 振 系统 中 的 共振 幅 值 。 在 表 8 -1 
rh, W 表示 带 有 振动 箱 的 机 器 (显示 屏 ) 重 有 量 ;a 表示 主 转子 的 转 
W ,rsiae.。 表 示 平 均 吉 速度 ,rs ;a 表示 平均 减速 度 ,r/s Lk, 表 
示 隔 振 器 的 垂直 刚度 ,10 Nm k, 表示 隔 振 器 的 水 平 刚度 ,10 NZ 
mif, RREH ARER, Hz Fa Fa NRR TERA F h A 
髓 传递 的 垂直 和 水 平方 向 的 力 ,N 4E, ЕУ АЕ ОЌ EE, 
由 隔 振 器 传递 的 垂直 和 水 平方 向 的 最 大 力 ,N。 
Ж8-І 在 正常 工作 状态 下 以 受 肯 态 
过 程 中 显示 屏 上 产生 的 动态 力 


18 1.6 8.4 35 4,5 


18 1.6 8.4 35 4.1 
8.8 1.38.4 35 3.9 
6,8 1.310,9 45.5 4.0 
一 — 11.7 — 59 


6.7 1.1 — 


8.2.2 产生 多 频 激 励 力 的 物体 


对 多 频 激 励 力 的 隔 振 主 要 取决 于 如 下 一 些 因素 ,例如 ,激励 力 

的 频谱 成 分 ;最低 有 害 频 率 的 绝对 值 ;被 保护 设备 和 结构 的 动态 特 

征 ; 被 隔 振 物体 的 工作 模式 等 。 在 某 些 情况 下 ,特别 是 当 机 器 带 有 

惯性 奈 量 块 时 ,如 果 采 用 大 阻尼 隔 据 髓 (其 本 身 的 阻尼 不 能 显著 

碱 小 共振 时 的 传递 率 ) ,那么 共振 区 《不 是 危害 最 大 的 频谱 成 分 所 
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在 的 区 } 有 可 能 成 为 多 许 的 工作 区 。 同 时 ,必须 注意 动态 力 的 频 
谱 成 分 和 它们 作用 的 方向 (和 一直 或 水 平方 阿 ) 。 

表 8 -2 给 出 了 在 两 种 不 同 设 计 方案 下 由 织 布 机 旋 架 (x 方 
向 ,F,) 和 检 子 (y 方向 ,F,) 产 生 的 动态 力 的 频谱 。 这 两 种 不 同 的 
设计 方案 分 别 为 :ia) 每 分 钟 220 个 冲程 (3.7 冲程 As) ;{b》 每 分 
钟 180 个 冲程 (3. 1 冲程 /s) 。 在 某 些 情况 下 ,虽然 第 1 ИГО 
励 最 剧烈 ,但 有 时 也 可 能 是 第 3 阶 , 第 4 阶 ,其 至 是 第 8 阶 谐 波 激 
励 最 大 。 第 1 阶 谐 波 激励 的 频率 非常 小 ,所 需 隔 振 器 的 刚度 也 较 
小 ,但 动态 力作 用 的 方向 是 水 平方 向 ,因而 需要 采用 垂直 刚度 大 、 
ЖЕНЕ ЛУЧ БАЗЕ 8 o 

隔 振 器 的 这 种 刚度 模式 使 织 布 机 产生 平 动 而 非 播 摆 运动 , 因 
而 减 小 了 其 水 平 位 移 的 最 大 幅 值 。 同 时 必须 注意 , 低 阶 谐 波 ( 特 
别 是 第 1 阶 谐 波 ) 并 非 最 危险 的 成 分 ,而 高 阶 谐 波 比较 容易 隔离 。 
这 里 昌 然 没有 隔离 所 有 谐 波 激 瑚 《甚至 其 中 有 个 别 谐 波 被 放大)， 
但 厂房 岗 的 振动 还 是 得 以 明显 减少 。 由 于 级 布 机 的 特殊 性 ,在 一 
个 厂房 内 可 能 有 有 几 百 人 台 机 咽 , 因 此 给 每 全 机 器 (即使 是 儿 合 机 妖 
共用 一 个 ) 建 造 一 个 基础 所 需要 的 成 本 高 。 然 而 ,可 以 用 一 个 相 
对 较 轻 且 价 格 便宜 的 刚性 框架 将 这 些 机 器 连接 起 来 ,因此 即使 它 
们 被 安装 在 竹 直 刚度 很 小 的 隔 振 器 上 时 ,机 器 也 只 产生 平 动 面 不 
会 产生 播 押运 动 。 

表 8-2 HË ah fl P E B E A UST 


(k) 


多 频 简 谐 激励 的 第 1 阶 谐 波 通常 由 被 隔 振 物 体 的 基本 运动 确 
定 ,而 较 离 阶 的 谐 波 受到 设备 空间 分 布 . 连 接 件 间隙 变 化 形状 变 
化 等 因素 的 严重 影响 。 因 此 ,对 相同 型 导 的 不 同 机 器 或 装置 丽 言 , 
高 阶 谐 波 和 的 幅 值 可 能 不 同 。 例 如 ,图 8 -130 为 外 图 磨床 上 两 台 
相 司 的 感应 电机 (nm -1500г/ тіп) # X - Z( M, ) fr Y - Z( M.) XE Ë 
内 测 得 的 垂 向 动态 力 E 以 及 动态 力矩 的 频谱 图 。 最 明显 的 谐 波 


图 8&-13 pg s ng KE hz БІЛЕД RII 2 ФЕ FS Jj 
(ЭЖЖ IC FE FS 2338 CM, ,时 ,) 频 谱 的 变化 
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是 频率 为 25 .100、200 .300Hs 的 谐 波 , 它 们 是 电源 频率 fa = 50Hz 
的 倍数 。 虽 然 在 25Hz 处 ,两 人 台 机 器 频谱 的 幅 值 非常 相 估 ,但 其 它 
频谱 成 分 的 幅 值 差别 很 大 。 因 此 ,在 为 产生 多 频 激 励 的 物 笨 进行 
局 振 设 计时 ,应 考 庶 这 种 因素 。 


8.2.3 产生 保守 冲击 激励 的 物体 


产生 “保守 冲击 ”的 典型 物体 是 冲压 机 … 。 冲 击 产生 的 反 作 
用 力矩 将 激发 *-* 平 面 内 的 低 阶 播 摆 模 态 。 大 量 的 未 验 研 究 表 
BH ,由 冲压 机 产生 的 脉冲 和 正 矢 脉 冲 ( 抑 5.6 节 ) 在 形状 上 非常 相 
亿 。 常 用 的 曲轴 式 冲 压 机 典型 的 工作 条 件 可 以 用 脉冲 表示 。 在 自 
动 模式 下 ,脉冲 持续 时 间 约 为 =0.155 在 手动 模式 下 ,脉冲 持续 
时 间 约 为 =0.058( 一 个 冲程 ) ; t, 是 一 个 工作 循环 的 时 间 ( 明 轴 
运转 一 油 )。 由 于 自动 工作 模式 通常 和 每 分 钟 较 高 的 冲程 数 相 对 
应 ,而 手动 模式 和 较 小 的 每 分 钟 冲 程 数 对 应 。 因 此 , 当 自 动工 作 模 
式 的 最 大 每 分 钟 征 程 数 即 n,,, 己 知 时 ,可 以 通过 下 式 计 算 组 合 隔 
振 系 统 的 名 义 脉冲 持续 时 间 


r= 0.1(60/п,,) = б/п, (8-28) 


当 冲 压 机 和 地 面 刚 手 连 接 时 , 低 阶 摇 振 模 态 的 自然 频率 为 f ,f= 
15 ~25Hz, 这 和 基础 的 垂 向 自然 频率 非常 接近 。 因 此 ,对 广泛 使 
用 的 n... = 60 行程 /min ~ 200 行程 /min 的 冲压 机 面 言 ,由 5. 6 * 
中 所 讨论 的 正 矢 脉冲 冲击 谱 可 知 , 作 用 在 基础 上 的 动态 载荷 可 能 
被 放大 (1.2~1.5) 悦 。 有 时 冲压 机 被 固定 在 一 个 质量 与 其 相当 
的 惯性 块 (基础 ) 上 ,这 将 使 动态 脉冲 向 局 围 环境 的 传递 减少 约 
5096 。 此 时 ,其 传 通 率 约 为 =0.6 ~0.75。 考 虑 到 将 神 夺 机 安装 
在 隔 振 器 上 时 显著 地 衰减 了 脉冲 中 的 高 频 成 分 ,可 以 假设 卫 振 器 
对 脉冲 幅 值 的 衰减 程度 为 凡 =0.5, 并 假设 隔 振 器 的 阻尼 5, -0.6, 
从 图 5 -36(b) 中 的 种 击 谱 可 以 计算 出 所 需 的 脉冲 持续 时 间 与 系 
统 振动 周期 之 比 为 tz/T, =0. 2 ,或 


T, = TA0.2 = (6/0.22 (17n,,) -30/л,, (s); 
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f. = fa = na Í 30 (Hz) (8 – 29) 


TE 2E TR DP. ,将 冲 奈 机 安装 在 隔 拔 器 而 非 刚 性 机 座 上 ,主要 是 为 
了 便于 安装 /重新 安装 ,避免 对 机 髓 进行 固定 并 三 小 噪声 的 传递 ， 
但 不 要 求 记 碱 脉冲 幅 值 ,或 者 =1( 但 高 频 振 动 和 只 声 产生 的 肪 
冲 成 分 仍然 被 明显 地 衰 碱 ) 。 因 此 ,根据 图 5 -36(b) 可 知 т/7, = 
0.4, 或 者 


Т, -т/0.4 = I5Zn a. (8); Р = п../45 (Hz) 
(8-20) 


隔 振 系统 的 主要 参数 是 垂 向 自然 频率 ЕЕЕ НОЗЕ 
本 参数 。 如 果 а,/а, 和 ,已 知 ,应 用 式 (5 ~75) 很 容易 由 确定 该 
自然 频率 的 天 小 。 这 里 a, 是 重心 位 置 距 离 支承 面 ( 地 而 ) 的 禹 度 ， 
a, 是 x 方向 重心 在 支承 面 上 的 投影 点 和 安装 点 之 间 的 平均 路 离 т), 
是 隔 振 器 的 刚度 比 。 图 8 -14 为 市 而 上 一 些 冲 压 机 的 awa, 与 于 
《重量 ) 之 间 的 函数 关系 。 曲 线 1 对 应 于 工程 中 广泛 应 用 的 冲压 机 。 
线 2 表示 设计 的 理论 曲线 , 它 对 应 于 重心 比较 高 (a, C) ERRE 
比较 小 (a, 小 ) ,不 适合 于 在 也 振 器 上 进行 安装 的 冲压 机 ， 


те. 


4.0 


04 0.6 0.81.0 2.0 40 608010 20 
机 器 的 质量 GAt 


图 8 -14 机 如 安装 点 处 a Za, 的 平均 值 和 
机 器 质量 之 问 的 关系 
(* 立 式 的 冲床 ; + ВС ВЕ) 
由 低速 冲压 枫 疝 地 面 传递 的 动态 载荷 对 支 闪 结构 的 危害 通常 
不 是 很 大 。 速 度 越 高 ,支承 结构 所 承受 的 载荷 越 大 ,脉冲 序列 的 离 
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次 谐 波 可 能 和 结构 的 自然 频率 (通常 为 (15 ~- 40) Hz) 相 近 , 从 而 可 
能 产生 共振 。 因 此 ,对 低速 机 械 式 冲压 机 (n,,, < ~100 行程 /min) 
言 ,可 以 应 用 式 (8 - 30) 来 计算 fs 的 值 ,而 对 高 速 冲 压 机 来 说 
(as =200 行程 /min) ,需要 应 用 式 (8 -29)。 当 n, Bon IRE 
时 ,可 以 通过 插值 方法 可 以 得 到 户 的 值 。 通 过 考虑 图 8 -14 中 曲 
线 1 所 对 应 的 冲压 机 以 及 隔 振 器 的 两 种 典型 的 刚度 比 :m = 4.0 
(3:58) m =2.5( 虚 线 ) ,图 8 — 15 给 出 了 冲压 机 在 垂直 方向 上 的 
ARIE fo 
XE T3845 f SE e 5 ES Z AE ip E ML h EE SU СЕА 8 - 14 中 的 
曲线 2) 而 言 ,所 需 的 六 更 大 (图 8 -15 中 的 点 线 ) ,并 且 仍然 可 以 
观察 到 剧烈 的 播 摆 振 动 。 这 种 情况 可 以 通过 将 冲压 机 安装 在 框架 
或 者 钢轨 上 来 加 以 修正 。 如 果 溃 压 机 的 设计 者 在 设计 过 程 中 考虑 
了 隔 振 安装 并 采取 了 (简单 的 ) 措 施 来 碱 小 a/a, 的 比值 ,那么 可 
以 得 到 非常 好 的 效果 。 


= EFE ` Бр Иқан Шек 
ТИН ИК Ей жезде 
ELLE ES 
L 1 -FE 一 人 — 


ub = 一 
A БО Ваар EE ecu Ë 
0.6 0.8 1.0 40 60 010 20 £ 


такка Gt 


8-15 立 式 冲 压 机 阳 振 系统 的 推荐 自然 频率 


冲压 机 在 垂直 平面 内 产生 动态 载荷 ,而 一 些 生产 机 械 ( 如 冷 
SEL 和 注 模 机 等 ) 则 在 水 平方 了 癌 产生 剧烈 的 动态 载荷 。 这 些 机 械 
在 生产 过 程 中 路 了 产生 常见 的 保守 脉冲 以 外 ,由 于 它们 还 具有 可 
反 向 运动 的 重型 部 件 , 这 将 产生 强大 的 水 平 馈 性 力 。 这 些 力 可 使 
隔 振 关 上 的 机 器 产生 剧烈 的 播 摆 振动 。 采 用 较 大 的 а, 在 某 种 程 
度 通常 可 以 减少 这 种 振动 ,也 可 以 通过 增 大 隔 振 器 的 刚度 来 减 小 
这 种 有 害 的 播 摆 振动 。 因 此 可 以 应 用 式 48 — 30) 5K 8 E pk EE UL йв 
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Hmm H АЖЕ, BH 8 —16 表示 应 用 式 (8 — 30) Pr 48 АЈ $8 И, 
fram Eb D) E89 E $R 3838 f. 24 n, 22.5 о/а, ЯП W 27 BJ] B9) 
关系 如 图 8 一 14 《中风 曲线 所 看。 


—— EE БЕНЕН БЕНЕН БЕН _+T— 


вв GA 


18-16 RAIMI X SEHE Н FR 381 E 


8.2.4 E RIE h d E B ЖЕ? 


产生 惯性 冲击 的 机 器 ,如 鲁 锤 、 模 型 振 实 机 冲击 实验 机 等 ,都 
是 工业 生产 中 最 具 危 害 的 振 源 。 锻 锤 ( 落 锤 ) 是 一 种 工作 效率 很 
高 的 设备 , 它 不 人 羽 能 有 效 地 提高 产品 的 力学 性 能 ,而 且 设 计 相 对 简 
B .费用 较 低 。 尽 管 如 此 , 锻 狂 的 应 用 还 是 日 趋 减 少 。 很 大 程度 上 
是 由 于 它 传递 到 周围 环境 中 的 振动 非常 剧烈 .而且 减 小 (隔离 ) 这 
些 振动 所 需要 的 费用 (这 及 所 占用 的 空间 ) 很 大 。 锻 色 递 常 被 安 
装 在 一 块 大 型 基础 块 上 ,然后 用 一 些 和 柔性 钢 弹 繁 支 水 。 基 础 块 起 
着 双重 作用 。 一 方面 它 可 以 当 作 一 个 自然 频率 较 低 (f= (2 ~7) 
Hz) 的 稳定 隔 振 系统 ; 另 一 方面 它 提高 了 冲击 能 量 传递 到 钢坯 的 
效率 ( 见 8.2.1 节 , 它 和 激 拓 器 中 的 惯性 质量 所 起 的 作用 相似 )。 
阻尼 是 由 强大 的 狐 性 摩擦 元 件 或 大 型 宰 胖 元 件 握 供 的 ,但 其 阻尼 
通常 较 低 (68 20.1 ~0.3)。 凤 振安 装 时 首先 需要 把 栎 木 梁 或 者 由 
加 强 禄 胶带 制 成 的 隔 振 垫 放 置 在 铁 砧 下。 下 面 将 利用 改进 型 冲击 
谱 法 ( 见 5.6 节 ) 推 导出 这 种 复杂 系统 中 传递 率 的 解析 表达 式 。 
这 些 表达 式 说 明了 在 对 锻 狂 和 其 它 能 产生 强大 惯性 冲击 的 设备 进 
行 隔 据 时 ,如 何在 不 影 唤 其 工作 性 能 的 情况 下 降低 隅 振 系 统 的 费 
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用 和 和 尺寸。 
8-17 ÆA REHITA RARER. т, o E JE ex E YE 


EARE; m, 表示 铁 砧 质量 ;m= m +m ЛЕ m, MEA 


m" KE im, 表示 基础 第 的 质量 。&k, Aie, 分 别 是 钢坯 的 刚度 种 阻 
尼 , TE c, 分 别 是 铁 砧 各 基础 块 之 间 第 一 隔 振 台 的 刚度 和 阻尼 ， 
k, 和 ce, 分 别 是 主 隔 振 器 的 刚度 和 阻尼 ,ec, 分 别 是 周围 土壤 的 
有 效 刚度 和 阻尼 系数 。 通 常情 况 下 ,土壤 的 上 载荷 一 变形 特性 是 非 
线性 硬 特性 ,类 似 于 等 固有 频率 特性 。 因 此 ,系统 中 的 如、e, 可 以 
用 土壤 的 (于 系统 ) 自然 频率 ,来 描述 ,如 表 8 -3 所 列 。 一 般 
来 说 ,土壤 的 阻尼 非常 大 ,在 中 等 振幅 (a = (2 ~3) ша) НИЯ, 
8=0.5 -0.6; 当 幅 值 更 小 时 ,阻尼 也 更 小 。 这 类 似 于 金属 丝 网 材 
料 。 对 于 锻 锤 隔 振 系统 ,其 子 系统 的 自然 频率 分 别 为 m,- E, -m 
系统 的 自然 频率 约 为 50Hz, m, -і,-т, 系统 的 自然 频率 为 
(2 ~7)Hz, 基 础 箱 和 土壤 子 系统 m, - k, 的 自然 频率 通常 为 
(15 -25) Hz( À, 5.3 节 )。 由 十 各 个 子 系统 的 自然 频率 相差 很 大 ， 
它们 之 间 的 动态 耦合 不 是 特别 严重 ,因此 在 进行 第 一 次 近似 时 ,可 
以 认为 它们 是 相 妇 独立 的 。 


图 8-17 БИРИНЕН ЖА! 
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表 8 -3 土壤 的 近似 自然 频率 

土壤 类 型 土壤 类 型 
泥炭 . 很 轻 的 软 土 

PNE E 2m AHER Ww 
BED KU TERME ME IRME 
具有 合适 密度 的 粒 圳 LET EX 


9 309555 Pb B РР BU gb iR dr $9 
ЕНЕР? ARKA 
紧密 的 混合 让 4E Pi 
CA dE 


FHE BJ Th zh Boc rb RT АЛ ЫЗА Oy d — 4" >É E 32 bk zB , ЕНЕ 
P, 和 持续 时 间 取 决 于 钢坯 的 材料 .温度 .形状 以 及 稚 模 的 尺寸 。 
最 糖 糕 的 情 沁 是 在 上 止 点 和 下 止 点 之 间 设 有 钢坯 时 发 生 的 冲击 。 
文献 [15$] 测 量 了 在 这 种 情况 下 不 同 重 有 量 落 锤 的 脉冲 参数 .如 表 
8 -4 所 列 。 

Ж8-4 银 狂 的 冲击 参数 

ЕНІНЕН: EAR m A 1 2 3 5 55 10 15 20 
lk PF HEH r, ¿ma 1.0 1.26 1.44 1.69 1.75 2.07 2.45 2.64 


Ak r Ek ah kas Р, ZkN 1025 2830 3700 5130 5500 7500 10890 12400 


Hi BRIT ^E B5 8 Я МОНМЕРДЕ, S I E 
目 然 地 想到 应 用 冲击 谱 法 进行 研究 ( 见 35.6 节 )。 
当 脉冲 P, 作用 在 如 图 8 - 18 所 未 的 两 质量 系统 
上 时 ,根据 式 (5 -111) 可 知 在 弹性 连接 关上 载荷 
的 最 大 值 为 


P = AP, (8-31) 


mux 
ІН, + т, 


图 8-18 MA 
式 中 : 4 是 冲击 谱 的 传递 率 。 由 于 脉冲 激励 下 响 PERDRA 
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应 的 第 一 个 阶段 可 以 近似 为 正 矢 脉冲 ,而 且 图 8 - 17 中 子 系统 的 
模型 可 认为 是 动态 独立 的 ,所 以 某 个 子 系统 第 一 阶段 的 响应 本 以 
当 作 是 作用 在 第 二 个 子 系统 上 新 的 正 矢 脉冲 。 

УНИ т, 落下 时 , 银 锤 的 载 苟 脉冲 (持续 时 间 为 rm , 幅 值 为 
P,) 作用 在 铁 砧 m, 上 。 根 据 式 (8 -31) ,在 隔 振 器 К.с, 中 产生 的 
最 大 力 为 


ті; 


Pn 


dox EPA (8-32) 
3X rh: A, ЕЕ ЖЕММЕН P Bg rp HER EE + / T, BS A 
ЖЛЕ 5 - 36 (b) 可 以 看 Hi), T, = 2 m 
[| (m, +m,)m,Zk, (m, + m, + m,) ] É Я (m, +m) — k, — m, 的 
Ж. НЕНІ k MAHER, PAE т, Ят, 可 以 假设 为 一 
个 整体 。 从 图 5 - 37 可 以 知道 ,在 特定 的 范围 ru]T。 = 0.05 ~ 
0.15,r, = (0.5 0.6) T, =0. 5ST, P3 , H т, 受到 持续 时 间 为 r。、 
幅 值 为 P. BJ IER Bkxh ЖЕЛІМ, ЕЕ Ас 上 产生 的 最 大 
РАР; 

т, т, m, 


= — AAA P = —— — v - —— IO A, р 
14-2 
yan Ma + m. ыы; Ht, + m, m, + т, + т, ы 


Р 


(8 ~ 33) 
式 中 ; А, FOE BK PP ME FUP B9 rh EE REIR LAE cu / TS ERR ( JA 
Е 5-36(b)ni AEH) Ta =- =2 y m,m,/k, m, +m, ) J # 2 
(m, — k, -ms) 的 周期 。 被 隔 振 银 锤 的 基 频 为 


zi k,(m, + m, + m, + т.) , 

So 2 (ту Tm,+m)m, 00 
f (m, + m, + m, + m,)m, (8 - 34) 

” AP (m, + m, + m.) m, + m.) 
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通常 ,mr E Tun, 全 Ta, 所 以 由 式 (5 -113) 可 以 求 出 A „А, 的 解 
析 表 达 式 ,将 其 代 人 式 (8 -33) 得 


Pn E m, ту 1 Ты тез) TT: 
P, ms + m, m, + m, + т, r ов T. 
(8 — 35) 


令 т, =0. 557, „33608 -34) 代 入 (8 -35) ,得 


Р 


ЕТТЕ 


2 
m.m, 


T" 


(m, + m,) (m, + m, + m,)(m, + m, + m, + m.) т, 
(8 – 36} 


X(8 -36) £101 Y Bad ВОВ Ж. ВЕЗЕ É BH , ЕРЕЖЕНІ 
КОА, ВЕЕ 69 СР.) 和 隔 振 系统 的 自然 频率 成 正比 ,而 
在 隔离 移 态 (正弦 ) 激 励 时 ,被 传递 力 和 自然 频率 的 平方 成 正比 。 
对 后 一 种 情况 来 说 ,传递 到 支承 结构 或 周围 土壤 的 振动 频率 种 激 
励 频 率 相 同 。 对 冲击 激励 而 言 ,所 传递 振动 的 频率 和 主 隔 振 系统 
的 日 然 频率 相等 ,这 种 振动 的 危害 并 不 十 分 严 曹 。 通 过 上 述 近 似 
与 假设 可 以 知道 , 隔 振 效果 并 不 直接 依赖 于 辅助 阳 振 系统 的 刚度 
Е, SEKH Ps 作用 在 基础 箱 上 时 ,产生 的 振幅 约 等 于 在 P... 
作用 下 产生 的 静态 位 移 。P,,,, 的 频率 变化 范围 为 f. = (2 ~7)Hz， 
比 基 础 箱 一 土壤 (m, - k.) РАЮ HRE fa = (15 = 20) Hz 小 
得 多 ( 见 表 8 -3)。 因 为 土壤 的 刚度 是 非 线性 的 ,因此 有 效 刚 
度 友 可 以 通过 下 式 计 算 


k, = апт, (8-37) 


土壤 振动 幅 值 的 第 一 次 近似 可 以 表示 为 
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2 
т.т. 


т, TAS 


(m, 十 m,) (m, + m, + m,)(m, + m, + m, + m,) f} 


(8-38) 
mj. tH REGERE т, = 5000kg = 5t.m, -20т, , m, = 60m, m, = 
40m, ,z,, =0. 0017s f, =4. 5Hz,P, 25. 1 x10°N BE (8 - 36) HT UJ 
ЖНР,-0.0165Р.,, = 0.0083 x 10"N, H £ (8 —38) EJ sË HL + 
壤 产 生 的 振幅 为 ea, 22. 3 x 10 mí WMR 8 -19 中 的 * 号 所 示 )。 
TE EE ES t; BE 24 3m 的 位 置 测量 得 出 土壤 的 振幅 为 a, -1.8х10 "m 
(图 8 -19 中 的 曲线 4)。 理 论 值 和 实际 测量 和 值 之 间 的 误差 约 为 
24% ,这 主要 是 由 于 以 下 开 个 原因 :测试 过 程 中 的 冲击 条 件 不 太 严 
格 ( 用 锻造 好 的 钢坯 代 替 刚 性 锻 模 ) ;土壤 对 振动 有 衰减 ;在 分 析 
过 程 中 设 有 考虑 土壤 的 非 钱 性 以 及 阻尼 с, .ca cs。 


ЕМЕН 


8-19 ЖРЕТ E EB DR 3) r £ M FEE 
1—3X HIT E de 3& Sf DRE ВЕ У, = 6Hz, ЫЛЫ 21; 
2— RA 3 FH BICIS: 3 St PU HE BRL. = 20Hz, PETERE 0,75%; 
3— f 3 HES IK ARRE y. = ISHz, SK PEI У 21; 
4-— 3 RIT Rš im 3e BE BSHB PE f = 4. 5Hz, АНЯ 51; 
* 一 第 四 种 情况 下 采用 式 !43 -38) 计 算得 到 的 理论 值 。 
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Ekaki F Bà dsl] EH БН ЖЕМЕ ГЕМЕ КЛ, ЕН 
为 6, =0.2 = 0. 3 ; МЕН ( 5 4E sÉ 3 H HE I] EH JE ELE FILE 
胶体 ) 的 阻尼 如 =0.1 ~0.3。 由 于 工厂 和 居民 建筑 物 基 础 的 自然 
频率 和 锻 锤 障 振 基础 的 自然 频率 让 相同 的 范 肝 内 ,因此 建筑 物 有 
ШЕККЕН СВЧ ЕРЕ РЕ ВЕ af E 08 pi BE НЕРВ). 
APAR Г PF X EE A HERE C£, = 3. 9Hz) 400m 处 的 建筑 进行 
3c qe hu pA Sr EU, 

根据 式 (5 - 114) ,增加 铁 砧 和 主 踊 振 器 的 阻尼 和 值 将 会 在 一 定 
程度 上 减少 冲击 谱 的 大 小 。 采 用 桂 胶 和 金属 丝 网 材料 ( 见 第 3 
章 ) 可 合生 的 值 处 于 1.0~15 之 间 , 而 式 48 一 33) 中 的 4, ЖТА, 可 
以 减 小 (1.15 ~ 1. 2) f& BE FL 2M m CL:3 ~1.4) 倍 ,但 这 不 会 影响 
ЕЕ. 

此 外 ,在 主 隔 振 器 中 增加 阻尼 可 以 加 局 基 础 振动 的 训 减 ,因而 
减少 银 锤 产生 的 振动 对 人 员 .精密 设备 和 其 它 结构 的 影 吗 。 从 图 
5 -36(e) HT LUE HL, TE ЕТЕ np CE np B9 Rr P285 5 h 
0.3 增 大 到 1. 25 时 .系统 相对 振动 的 减少 量 是 发 生 淮 共振 时 的 
2. 55 倍 ; 当 激 励 脉 冲 的 频率 为 2/,(f, 是 被 激 振 结构 的 自然 频率 ) 
时 ,可 以 使 相对 振动 减 小 1.25 fis. 

考虑 到 组 尼 增 加 对 帆 振 效果 产生 的 影响 ,对 于 产生 恨 性 冲击 
的 物体 , 隔 振 系 统 的 主要 参数 不 再 是 主 自然 频率 人 . ,而 是 冲击 隔 
离 指标 : 


fs 
ғ 25 


ER II , FE + Bh e ЖЕЛ ER Bb P5 Ja ñ BJ EH Во Н 0.3 增 大 到 1.25 时 ， 

ЖР FIER SCR RT E38 hl 1.5 fr, ВА £F, = (2 - 7» Hz 增加 到 

fa = (3 - 10) Bz, H R 223 h Bs a ak 3. >< E: — TE +É £ E S< Ну pk 

ӘНЕ, A TE TES 3 Së BU T. TE PE BB TU Ta хе ТЕН, uf LL FILET 

更 大 的 弹簧 并 减 小 基础 的 质量 m, , 极 大 地 降低 了 成 本 。 对 于 图 

8-17 中 的 某 个 单元 ,通过 采用 由 刚性 元 忻 k, 和 阻尼 元 件 c; 组 合 
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Ф, х (8-39) 


Ж-Е, ИННИ НЕ K LES mE E АТ 
WH. 

VA E 5e nr AE BUS АЕ ЖАНА L BS RE (0. 75t E ) E fT 
实验 来 加 以 验证 。 3E Gul Wk H LF 9 BE BRA Sa OK , up 38 I f, = 
7Н2,8=0.8. 实验 结果 表明 ,系统 的 性 能 非常 令 人 满意 , 它 与 基 
础 被 自然 频率 非常 小 的 弹 繁 支 承 时 的 性 能 相似 。 

通过 采用 具有 运动 转换 器 ( 见 5.2.4 节 ) 的 隔 振 基础 可 以 进 
一 步 三 小 产生 惯性 冲击 激励 物体 所 需 晤 振 系 统 的 费用 和 尺寸 。 


8.3 通用 机 械 设 备 的 隔 振 


通用 机 械 设 备 的 品种 繁多 。 其 局 振 系统 参数 的 选择 受到 多 种 
因素 的 影响 ,如 生产 过 程 中 的 动态 稳定 性 、 振 级 的 大 小 和 连接 件 
《特别 是 轴承 ) 的 动态 载荷 等 。 在 许多 情况 下 ,由 于 振动 诚 小 了 设 
备 和 地 面 之 间 的 有 效 摩擦 ,如 果 将 设备 安装 在 隔 振 器 上 后 再 固定 
在 地 面 上 ,就 可 以 防止 它 尾 意 “走动 "。 则 时 ,应 用 隔 振 兹 也 可 坟 
WI BOB SIBI P3 ESSE RIZR, 


8.3.1 安装 条 件 对 动态 稳定 性 的 影响 一 


机 械 设备 在 生产 过 程 中 ,特别 是 切割 过 程 中 的 动态 稳定 性 受 
到 许多 因素 的 干扰 ,其 中 最 明显 的 是 在 工作 区 内 引 人 负 阻尼 … 。 
因此 , 当 系 统 中 总 的 阻尼 包括 机 械 结构 和 生产 过 程 中 的 阻尼 为 货 
值 时 ,就 会 发 生 疗 振 (日 激 振 动 过 程 )。 当 机 器 底座 采用 刚性 座 染 
并 与 刚性 基础 连接 时 ,可 以 提高 机 械 的 动 刚 度 BRL a B e 9 E, 
而 柔性 座 架 如 而 振 器 则 达 不 到 这 种 效果 。 

隔 振 系 统 中 的 上 自然 频率 和 阻尼 对 生产 过 程 中 的 动态 稳定 性 的 
影响 可 以 利用 5.3 节 中 推导 出 来 的 关系 式 进行 分 析 。 对 于 切割 金 
属 的 机 上 床 , 其 隔 振 系统 对 动态 稳定 性 的 影响 可 以 通过 图 5 - 14 (a) 
中 的 动态 模型 进行 估计 得 到 ,其 中 m, = m, АВ ЕЕЕ СЛ 
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架 ) 的 有 效 质量 ,m, =m, 是 底座 /框架 的 有 效 质 量 ,k, =k. 是 机 械 
的 有 效 结 构 刚 度 k, =k, 是 隔 振 器 的 刚度 ,m, = со 是 基础 的 质量 。 
该 系统 有 两 个 自然 频率 万 和 所 。 较 小 的 自然 频率 接近 于 子 隔 
离 系 统 m, — k, 的 自然 闫 率 了 上 , 较 大 的 自然 频率 £, 接近 于 结构 子 系 
Жт,-5,-т, ВА f o WE 5.3 节 , 整 个 系统 m. - k. ~ 
m, - Е, 中 较 离 阶 模 态 的 阻尼 (阻止 版 振 ) 常 数 A, =2 xf, (ere,)， 
可 以 用 子 系统 的 阻尼 常数 4 -2т/,(с/с,), А, =27f(e/e,), 以 


RIA EK о = by ( 见 式 (5 - 48)) 来 表示 。 其 中 ,y = 


Jm On, +m.) X SERIA 8 БАСТ ИЕ Оту т), 
ату m ES ЕЖОВ B ЖЖЖ. (5-55) 可 以 得 到 
1 (1+ /1 +o "j)A, - (1 —- wl + o )À; 


À, = 5 A 
(8 - 40) 
对 典型 的 机 床 来 说 ,f, > f. LER Ik 
soga ff. TRUE m, jf. 


< 1 


4y = 4 


= 4 — = — _ 
° V (ft-fiy f — m +m, p 


(8 - 41) 


H A= [Üi + 


2 Za] (8 - 42) 


—)- + 
1 + = /2 2 += 
AFE T8 xe / BE 8 ELA, , ЖЕН JZ, НИЯЗ ze TE R 32 JI ЛІ (P ER +E А 
抵消 ,4。=0, 因 此 只 有 座 架 给 系统 了 提供 阻尼 。 此 时 ,由 式 (8 - 
42) 可 以 得 到 : 
ғ І а” с? _ с? с 
кізді) за фа = мба) 


22-0 c. , 


(8 — 43) 
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аж (42-48 (3-44) 


Ж (8-41) АЗ5(8-44), МІЗ Ез (с/с), = 8,/2 17,2 8 
到 万 = 六 后 ,上 面 的 表达 式 蛮 为 


(8-45) 


式 (8 -45) 的 意义 如 下 :如果 机 床 的 动态 稳定 性 对 安装 条 件 非 常 
敏感 ,那么 隔 振 系统 的 效果 取决 于 动态 稳定 性 推 标的 大 小 


Ф. -f.8, (8-46) 


这 个 指标 表明 安装 或 隔 振 系统 的 自然 频率 (刚度 ) 稍 微 三 小 时 ,只 
需要 将 安装 系统 的 阻尼 增加 到 足够 大 就 可 以 对 其 进行 补 楼 。 

ЕЖА АНЧА А. 和 (或 ) 自 然 频率 所 ,以 及 
(或 ?结构 阻尼 6, ЗЕЛ, АНТАНТЕ ВЕ (а) т ЕТЕ ВЕ 
ЛЕ , З ЕНЕ B TE eT Aei h LRA N. ЕЖ 
件 通常 不 会 明显 地 影响 机 床 的 刚度 。 如 果 设 备 的 内 部 结构 发 生 
了 改变 (如 车 床上 刀 浊 的 位 置 或 者 人 刨 式 铣 床 的 台 架 位 置 发 生计 
1E) ,其 模型 可 能 发 生变 化 ,因此 机 器 对 振动 的 敏感 性 也 会 发 生 
变化 。 

文献 [17]j 通 过 一 台中 型 车 床 对 式 (8 - 4565) 进行 了 实验 验证 。 
Bii ie 85] EI ql RE 7] PF LEER: FE AE BO. ва T. ЕНГА ААВ RE (C) 
来 描述 。 表 8 -5 是 通过 不 同 座 架 测试 的 结果 。 座 架 A 是 全 金属 
材料 的 千斤 项, 其它 座 架 是 由 橡胶 弹性 元 件 制 成 的 常数 自然 频率 
( CNF) MAPE $8 ,它们 能 够 为 安装 系统 或 隔 振 系 统 提供 不 同 的 自然 
频率 和 阻尼 。 图 8 -20 为 稳定 的 最 大 切割 深度 (ts。) 和 @,,( Fi + 
计算 安装 系统 的 垂直 自然 频率 REMO EE EP SL 
以 看 出 ,车床 安 装 在 大 阻尼 隔 振 器 (B)} 上 的 稳定 切割 深度 和 和 刚性 
Зе (A ) EHE BELT n ҮЗ BER |a) < 
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Ж8-5 ERZAK SLE EE P X E 


2 3 
切割 深度 in mm 


图 8-20 uU SIEHE ЖІ 之 间 的 关系 


8.3.2 通用 机 械 设 备 的 振 级 


在 许多 情况 下 , 座 架 系统 以 自然 颗 率 剧烈 振动 时 会 干扰 通用 
机 括 设 备 的 正常 工作 。 实 际 机 器 有 许 包 振 源 ,它们 的 频率 大 小 和 
作用 方向 各 不 相同 ,这 将 对 设备 的 振 级 造成 影响 。 同 时 ,地 面 和 其 
它 支 浴 结 构 的 动态 性 能 也 可 能 会 影响 振 级 的 大 小 。 虽 然 不 太 严 重 
的 振动 不 会 跨 低 通用 机 器 的 性 能 ,但 可 能 使 工作 人 员 感 到 心情 烦 
蹊 和 身体 不 适 。 一 般 来 说 ,通过 试验 选择 隔 振 堪 是 最 可 靠 的 方法 ， 
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但 本 节 所 提出 的 理论 指标 镇 证 明 在 隔 振 器 的 优化 过 程 中 也 是 非常 
有 用 的 。 

最 常见 的 振 源 是 产生 离心 力 的 不 平衡 旋转 部 性 ,如 齿轮 、 滑 
轮 .法 兰 等 。 不 平衡 部 件 产生 离心 力 的 幅 值 和 旋转 频率 上 的 平方 
成 正比 。 然 而 ,对 旋转 频率 更 高 的 部 件 而 言 ,平衡 性 要 求 变 得 更 严 
格 。 因 此 , 基 些 特定 元 件 的 旋转 频率 上 和 离心 力 的 容许 值 Gnd 
的 关系 需要 妖 正 。 根 据 工业 标准 可 以 知道 ,电动 马达 的 转子 所 允 
VEBS ЕЛІРМЕ ЕРЕН F MU “近似 成 正比 ;车 床上 
加 工 的 不 平衡 还 件 ( 如 经 锥 锤 .浇铸 等 得 到 的 元 件 ) 的 下 和 ~ 
ff" 近似 成 正比 。 在 第 一 次 近似 中 ,可 以 假设 额定 离心 力 的 大小 
与 频率 无 关 。 对 具有 其 它 振 源 的 机 器 也 可 以 采用 相同 的 方法 。 例 
如 ,由 几 种 机 床 产生 的 振动 位 移 频 谱 幅 值 ( 在 空转 过 程 中 确定 或 
进行 整体 平均 来 确定 ) 在 相当 宽 的 频率 范围 内 ( 约 (10 ~ 100) Hz 
肉 ) 可 以 认为 是 不 依 束 于 频率 的 。 因 此 ,安装 在 刚性 或 柔性 座 架 
上 的 机 器 都 可 能 发 生 共 振 。 

假设 激励 力 的 幅 值 F, 和 频率 无 其, 机 钵 底座 /框架 的 质量 为 
m, ,其 产生 的 共振 幅 值 为 

F, тп Е, 
( x) ... =E "m (8 – 47) 

式 中 : k, REO, 是 座 架 的 刚度 和 阻尼 7, 是 机 器 的 自然 频率 。 因 此 ， 
在 工作 区 内 的 相对 振幅 为 


F, 1 


Anf mi, m, f, | 


(xa), (8 — 48) 


m, + m, f? 
ШЕЛ Efa EAR RH T BA ba 2 Е ЖЕНУ, АЯ 


TET m, +m F, 

COST ç 

因此 ,在 工作 区 内 , 基 子 上 述 假 设 的 最 大 相对 振幅 不 依赖 于 隔 
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(8 - 49) 


振 系 统 的 日 然 频率 ,而 仅仅 取决 于 阻尼 。 该 阻尼 被 认为 是 陷 振 
指标 
Ф, = 8, (8 — 50) 


EPI PE SERERE LE, 和 了 np 3, НА ЕОР pH AR K ШЕ 
PLak [IB] xë 4k — АУЛА 6 НО ae i a Е, РРР Y za (8 -31) 中 
的 质量 m, FH py Mb ^] TEE PE SS denn BOR BE S uB ЖЗА ХА 
ЛА АУТА iE Л. ЫЗ ЈЕ #r skype YA 
拓 烦 的 作用 时 ,其 所 在 频率 范围 比 相 应 振动 速度 级 所 在 的 频率 范 
围 高 (2 - 8) Hz ( 国际 标准 1802631). HK (8 -和 4) 可 知 , 共 振 时 
最 大 的 幅 值 是 


Ғ 


(s). = 2 nf (хы), = mFS 


(8-51) 


因此 ,可 以 通过 于 面 的 指标 
Ф. = Á, (8-52) 


对 具有 不 同 振动 速度 级 的 安装 系统 进行 比较 。 因 此 ,为 了 减 小 被 
隔 振 物 体 的 振动 速度 级 ,增加 自然 频率 和 增加 阻尼 所 得 到 的 效果 
相同 。 


8.3.3 隔 振 对 轴承 载荷 的 影响 


由 于 越 来 越 多 的 机 器 各 设备 被 安装 在 隔 振 史上 ,我们 可 以 看 
到 这 样 的 现象 , 即 在 许多 情况 下 ,安装 在 隐 振 器 上 的 机 器 的 轴承 使 
用 洗 命 比 刚 性 安装 时 的 使 用 寿命 长 。 作 用 在 轴承 上 的 动态 载荷 其 
主要 成 分 是 离心 力 , 它 是 由 被 文 这 在 轴承 上 的 不 平衡 转子 所 产 
生 的 。 

通过 图 8 -21 中 的 模型 可 以 研究 隔 振 对 轴 苏 上 所 承受 的 动态 
载荷 的 影响 ”。 虽 然 隔 振 系 统 的 主要 作用 是 减少 不 平衡 力 F(t) 
向 基础 传递 ,由 传递 系数 jz; E LRS -6)) ,但 它 还 改变 了 轴 
承 所 承受 的 动 载荷 RC) = Rocoswt。 模 型 中 的 轴承 用 刚度 和 阻 
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尼 e XAR ЕЕ Л, с, 对 动态 载荷 幅 值 R. 的 影响 可 以 用 影 
ЦЫ aj ЗЕ 


(R,), 
(R,), | 
AP: (R), 是 被 前 振 物 体 轴 承 所 承受 的 动态 载荷 幅 值 ;(R,), 是 
在 刚性 安装 时 轴承 中 动态 载荷 幅 值 (X, = ы). ЖЫН, Ey E 
的 频率 范围 内 ,Ar <1 H W <1, D Fide 9 LESE PE БЕЗІ Жар 55 
态 载荷 的 减 小 。 图 8 - 22 给 出 了 js 和 下 与 频率 比 f 的 关系 ， 
f.=1/2w /k,7(M, ҰМ, ;图 8 -22{a) 为 转子 的 质量 比较 小 (M/A — 
M, =0.1) 时 的 情况 ;图 8 -22(b) 为 转子 的 质量 比较 大 (于 AM。 = 
1.0) 时 的 情况 。 其 中 ,MM 表示 转子 的 质量 ,MM, 表示 机 器 的 质量 ， 
表示 轴承 的 刚度 ,表示 隔 振 器 的 刚度 。 刚 度 比 (两 种 情况 相 
АЈ) k, Zk, =10 时 ,对 所 有 的 子 系 统 来 说 ,阻尼 比 都 是 内 = Z, = 
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Hj&-22 ЖИНАҚ 不 (1) 和 传递 率 wxrt2) 的 频率 依赖 性 

(a) EBERT. (M, ZM, 20.1); (b) 天 型 转子 (条 /M, 51.0), 
0.005! 对 于 转子 子 系统 M - k, - M,, HL JE ША =e 
2/k M, M,/ (M, + M) ;对 于 隔 振 系统 M, ~ k, ERE ION Z, = е, 
2/%,М,). MEPE ASH ur <1 H W«1 А Ў ЗЕЕ, 
ж fel ETE Pin ЛЕ ЕНІМ, ТАҢ RECS ET CR So ЖАЛЫ 
较 小 的 转子 而 言 ,这 种 频率 范围 更 大 ,但 对 质量 和 更 大 的 转子 ,动态 
载荷 减 小 得 较 多 。 当 4 =, =0 时 ,WW<1 ИЕНІ ЕБ 
LES CE E T CHEESE Sr vm 
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8.34 隔 振 对 空气 噪声 的 影响 


显然 , 隔 振 可 以 减 小 高 频 振动 的 传递 率 , 并 使 机 械 设备 (如 通 
用 机 械 .普通 精度 的 机 床 等 ) 附 近 的 空气 品 声 降低 ,8.4 节 将 给 出 
了 相关 的 例子 。 幸 和 运 的 是 设备 的 近 场 噪声 并 不 是 非常 明显 。 从 
8.4 节 可 以 知道 , 陋 振 后 设备 的 噪声 级 可 能 保持 不 变 ,也 可 能 被 放 
大 。 一 些 文 献 研 究 表 明 锯 锤 安装 在 隅 振 座 架 上 时 曝 声 被 降低 。 

如 果 工 厂 中 的 大 多 数 机 器 都 被 安装 在 隔 振 器 上 ,那么 噪声 会 
显著 地 减 小 ,其 主要 原因 是 降低 了 地 面 的 辐射 噪声 。 图 – 231 
对 某 工 厂 内 10 台 奏 床 的 噪声 级 进行 了 比较 ,这 些 车 床 开始 被 刚性 
安装 在 地 面 上 (采用 水 泥 浇注 的 方法 ) ,后 来 被 重新 安装 在 常数 自 
然 频 率 的 橡胶 金属 隔 振 器 上 (Л = 20Hz)。 当 这 些 机 器 在 相同 的 
区 域内 工作 时 ,人 4 TOU) MR Pc Е Т e 2dqBA( 隔 振安 装 时 机 器 噪 
Қ 5-2 2... а 

а ELIT 
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M Mz 


5-23 厂房 内 安装 10 全 车床 时 的 噪声 频谱 
1 一 车 床 刚性 宏 装 在 地 面 上 ;2 一 车 床 安装 在 标 胶 金属 CNF PAS Еу. =20Hz。 
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的 高 频 噪 声 范围 ((2000 ~ 3000) Hz)y 内 ,甚至 可 以 降 慨 (4 ~ 
5)dBA, 


8.4 交通 工具 上 的 发 动机 和 机 器 的 安装 


交通 工具 上 安装 的 机 械 设 备 必 须 承受 由 冲击 .船舶 的 摇摆、 公 
PRAIA IRRE .传动 系统 载荷 的 变化 等 因素 导致 的 强烈 的 振动 。 
通常 需要 应 用 一 些 有 效 的 隔 振 措施 来 保护 这 些 设 备 。 由 于 被 隔 振 
物体 可 能 会 承受 很 大 的 载荷 或 产生 很 大 的 位 移 ,因此 ,在 隔 振 器 的 
设计 过 程 中 ,应 该 采用 能 够 减 小 运动 的 缓冲 器 或 者 具有 硬 特 性 的 
非 线 性 隔 振 上 器。 在 条 件 恶 省 的 海上 ,船用 隔 振 器 承受 载荷 的 频率 
为 0. 1Hz ,大 小 为 被 隔 振 物体 重量 的 一 半 。 而 在 贿 斌 不 平 的 路 面 
上 ,车 辆 上 的 陋 振 器 所 承受 的 载荷 可 达到 被 隅 振 物体 重量 的 两 倍 。 

在 汽车 和 越野 车 上 设计 合理 的 发 动机 安装 系统 是 改善 噪声 、 
振动 和 崎 赋 不 平 环 境 的 主要 方法 之 一 。 发 动机 采取 合适 的 弹性 安 
装 不 仅 可 以 减 小 冲击 对 发 动机 本 身 的 影响 ,而 且 还 能 减 小 发 动机 
对 车 辆 结构 的 影响 。 发 动机 的 悬挂 系统 应 该 具备 必需 的 自然 频率 
和 振动 模 态 。 为 了 提高 中 振 效 果 ( 既 保护 车 辆 绪 构 不 受 传 动 系 统 
产生 的 激励 的 影响 又 保护 发 动机 不 受 路 曾 凸 凸 不 平 引 起 的 激励 影 
Wi ,路 面 激 励 通 常 被 车 辆 的 弹性 框架 放大 ) .发 动机 巧 挂 系统 以 及 
发 动机 附件 的 自然 于 率 应 该 减少 ,而 男 一 方面 ,发 动机 附 性 应 该 具 
有 相当 大 的 刚性 ,因为 它 必须 能 承受 发 动机 产生 的 扭矩 而 不 产生 
很 大 的 变形 和 偏 移 。 这 种 子 盾 ( 虑 挂 系 统 应 该 是 柔性 的 面 不 是 刚 
性 的 ,在 其 它 许多 工程 实际 中 常常 吉 到 这 种 了 矛盾) 对 于 前 轮 驶 
动 的 车 辆 非常 突出 ,因为 传递 到 驱动 轮 的 总 扭矩 总 是 作用 在 发 动 
机 悬挂 系统 上 。 因 此 要 求 悬 挂 系统 有 更 大 的 担 转 刚度 面 系统 的 其 
它 自然 频率 必须 很 小 .从 而 在 最 亚 光 的 条 件 下 (发 动机 低速 空转 》 
满足 所 需要 的 隔 振 效果 。 发 动机 低速 空转 从 失 油 效率 来 看 是 有 益 
的 ,但 由 此 产生 的 低频 濑 励 { 对 四 和 饶 发 动机 而 言 是 发 动机 二 阶 不 
平衡 谐 波 } 可 能 会 导致 方向 盘 产 生 剧 烈 的 振动 下。 另 一 方面 , 希 
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望 传 动 系统 的 自然 频率 不 低 于 其 扭转 振动 的 基 频 。 对 于 后 轮 驱 动 
的 车 辆 来 说 ,传动 系统 的 自然 频率 为 5SHz 左右 ,而 对 于 前 轮 驱 动 
的 车 辆 ,由 于 传动 时 间 短 ,其 频率 可 以 达到 10Hz 左右 。 正 因为 如 
此 ,发 动机 悬挂 系统 自然 频率 的 二 限 应 该 提高 。 以 往 自 然 频率 的 
范围 通常 约 为 (5 ~30)Hsz, 但 对 前 轮 虹 动 的 车 辆 而 言 , 这 个 范 半 应 
接近 {10 ~30)Hz。 研 究 认 为 将 这 个 范围 压缩 到 (10 ~ 18) Hz 较为 
有 利 。 对 四 轮 驱 动 的 车 辆 而 言 ,所 推荐 的 范围 为 (5 ~ 12) Hz 771, 
典型 的 发 动机 悬挂 系统 采用 (3 ~4) 个 隔 振 器 。 部 分 或 所 有 
这 些 隔 振 器 被 直接 安装 在 车 身上 或 被 弹性 支 革 着 的 “ 抗 振 子 框 
架 ”"” 上 。 为 了 解决 上 述 了 牙 盾 ,主要 的 方法 是 改变 隔 概 器 的 位 置 和 
它们 的 布置 方式 (一 种 方法 是 所 谓 的 会 诊 式 安装 , 见 5.4 节 )。 对 
大 多 数 生 产 种 测量 用 的 机 械 设 备 而 言 ,它们 的 惯性 主轴 和 自然 轴 
(EEA MR RRD 近似 平行 。 对 于 车 辆 发 动机 ,特别 是 典型 的 
A T 5 е, Ах — x) 的 惯性 主轴 (最 小 惯性 轴 ) 和 和 水平 的 
曲轴 中 心 线 时 10° - 152 89 f. Ш 8 — 24 所 示 ( 对 自动 档 的 车 辆 
而 言 , 这 个 角度 较 人 小 ,但 比 手动 档 汽 车 大 得 多 )。 有 许多 方法 包括 
试验 法 和 计算 法 可 以 用 来 确定 发 动机 桂 动 装置 的 惯性 半径 。 当 角 
HE ae DL HI, 垂直 " 轴 z-z 通 过 如 图 8 -24 所 示 的 平面 中 的 重心 ， 
ЯЖ y -y 垂直 该 平面 时 ,惯性 主轴 可 以 近似 认为 是 与 *-* fl 
垂直 的 直线 。 当 这 些 轴 的 位 置 确 定 后 ,就 可 以 知 计 出 惯性 半径 。 
因为 这 是 一 个 静 定 系统 ,所 以 除非 采用 СМЕ 隔 振 器, 否则 应 该 优 


8-24 发 动机 的 示意 图 
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先 使 用 3 4 B Ba 98 Н ЖЕЛ. FE ñ] Е RS РА. nv FH 
6. 5 节 所 讨论 的 方法 很 容易 在 xyz ЖАНЫ TE Wa T d E 
BJ 2 s IL S BER Zr bt ЕБІН, Әні, S SL B) + SE Te 
源 是 汽油 燃烧 时 作用 在 活塞 上 的 驱动 力 .活塞 连 杆 产生 的 不 平衡 
惯性 力 .曲轴 一 飞轮 一 传动 系统 产生 的 扭转 振动 。 对 于 直列 式 发 
动机 , 平 动 激 励 向 量 和 自然 坐标 系 x'、y' ,z' 轴 重合 ,扭转 激励 绕 x 
轴 旋 转 。 即 使 在 坐标 系 x、y.z PA RRIT ГАА, 58 x.y. 2 LT 
实际 振动 仍然 是 灯 合 的 ,因为 在 运动 方程 的 右边 (激励 函数 ) 包 合 
了 相同 的 激励 力 成 分 。 需 要 注意 的 是 沿 x -x 轴 的 激励 (由 油 x” — 
x :的 实际 激励 产生 ) 幅 值 和 віла 成 正比 。 

对 这 种 直列 式 发 动机 而 言 , 由 于 角 庶 比较 小 ,所 以 由 激励 
FREA HANE: h. Æ V 形 发 动机 中 ,主要 的 激励 力 和 7" -= 
EAE RR S ,因此 ,对 于 不 同 的 轴 ,在 运动 方程 中 出 现 了 额外 的 
相关 激励 力 分 量 。 

X58 x — x НАА h Ы ,也 会 出 现 相亲 的 情况 。 它 的 分 
有 量 出 现在 绕 x' 和 x*' 轴 的 运动 方程 中 。 

虽然 在 发 动机 隔 振 系统 的 设计 过 程 中 必须 考虑 这 些 因素 的 
影响 ,但 在 许 儿 情 并 下 ,下 列 原 因 可 以 减 小 它们 的 影响 ; 届 角 度 
a 很 小 (gin15° = ~ 0.26 ,sin10° =0. 17 ,cos15° -0,97); ӘН + 
采用 了 YY 形 发 动机 ,或 者 六 全 和 老人 缸 直 列 式 发 动机 ,因而 具有 很 
好 的 平衡 性 ,这 降低 了 激励 的 强度 并 减少 了 激励 所 导致 的 模 态 
A e. 

I| :文献 123] 应 用 缩小 自然 频率 范围 的 方法 减 小 了 坐标 则 的 
耦合 。 这 里 对 一 个 座 架 进行 改进 可 以 达到 上 述 是 的。 

图 8 -25(a) 所 示 为 原来 的 发 动机 隔 振 系 统 的 自然 频率 和 模 
态 形 状 。 第 1 阶 模 态 是 绕 纵 轴 的 翻滚 运动 .横向 运动 和 绕 垂 直 轴 
的 偏 舞 运 动 的 组 合 。 第 2 阶 模 态 是 绕 横 轴 的 以 牧 运 动 和 纵向 运动 
的 组 合 。 第 3 阶 模 态 是 相对 单纯 的 釉 深 运动 ,第 4 阶 模 态 是 垂直 
运动 和 楼 深 运 动 的 组 合 , 第 5 阶 模 态 是 相对 单纯 的 情 侧 运动 ,第 6 
Er s E EL Даз 3579 ЕЕ — 18398 163 3m 2] 
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98-25 采用 不 同 座 架 时 的 自然 频率 和 模 态 形状 
(a) 原来 的 座 架 ; (b) 改正 后 的 座 架 。 


理论 上 ,可 以 通过 重新 布置 传动 系 的 安装 位 置 并 修正 它们 的 
参数 来 实现 优化 隔 振 。 但 重新 布置 安装 位 置 通常 是 不 符合 实际 
的 ,因为 发 动 桃 机 舱 的 外 老 设 计 涉 及 到 许多 相互 矛盾 的 问题 。 在 
这 种 情况 下 ,研究 表明 对 只 有 对 座 架 的 参数 进行 修正 ( 减 小 1⁄3 
的 横向 刚度 , 减 小 1⁄5 的 垂 向 刚度 )} 才 能 减 小 坐标 间 的 看 合并 使 
自然 频率 的 分 布 更 合理 (图 8 -25(b)). 

改进 后 的 系统 可 以 使 自然 频率 更 加 均匀 地 分 布 在 适当 的 较 窑 
频率 范围 内 (5Hz ~ 11Hz)。 第 一 阶 模 态 仍 以 翻滚 运动 为 主 ,横向 
运动 减少 ;第 二 阶 模 态 中 以 刷 运动 成 分 加 大 而 维 向 运动 成 分 减少 ; 
第 三 阶 模 态 变 得 更 复杂 , 它 由 横向 运动 和 显著 的 翻滚 运动 ,俯仰 运 
动 组 成 ;第 四 阶 模 态 次 为 由 垂直 运动 和 偏 摆 运 动 组 成 ;第 五 阶 模 态 
以 性 滚 运动 为 主 ; 第 六 阶 模 态 变 成 了 悄 伸 运动 和 纵向 运动 的 组 合 。 
与 原 系统 (图 8 -25(a)) 相 比较 ,发 动机 自然 坐标 间 模 态 的 耦合 在 
整体 上 有 一 些 减 小 。 
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改进 后 的 系统 可 使 传递 到 横梁 (用 来 支承 座 架 ) 上 的 振动 有 
所 减 小 (在 (850 ~ 4000) r/min ЎЎ EB P3 37] 796. ~ 1796 ,在 850r/min 
时 减 小 7 免 ,在 2000r/min E Jh 1795), HPE pk 22 ÉE (850 ~ 
1500rmin) 时 ,驾驶 员 世 置 的 噪声 也 有 所 减 小 (1. SdBA) 。 

ER JE E x.y.z 坐标 系 中 使 发 动机 的 振动 模 态 解 厢 以 及 合理 
地 调整 系统 的 自然 频率 对 发 动机 振动 噪声 的 控制 都 是 非常 有 
2:85, 

ЗЕЗҢ НД E 26 BJ) 3J 2 ap tk СД EE RAES ЯЕ 
IER ЗЬ ЕЕ l. BJ. а В НЕЕ Сх, 
Ус) В СҢ ZR AE B АХАУ ОАА TL B jk ШЕТТЕ ИІНІ 
能 不 是 最 好 的 办 法 。 现 在 存在 这 样 一 个 观点 , 即 当 去 前 方 或 右前 
方 的 隔 据 器 采用 不 辐 的 刚度 常数 来 给 系统 引入 耦合 时 ,可 以 改善 
振动 条 件 。 另 外 一 个 相似 的 观点 认为 跳动 (垂直 方向 ) 模 态 和 以 
全 和 模 态 之 间 的 耦合 具有 积极 的 效果 。 有 些 人 则 不 完全 同意 上 述 观 
点 ,其 原 内 是 耦合 模 态 之 则 的 阻尼 分 布 更 如 均 勾 了 。 当 系统 被 解 
E ,因为 隔 振 器 在 不 同 的 方向 上 可 能 具有 不 同 的 阻尼 ,所 以 各 模 
态 也 具有 不 同 的 阻尼 。 例 如 具有 橡胶 弹性 元 件 的 隔 振 器 在 剪 切 方 
名 上 的 阻尼 比 压 缩 方 癌 的 阻尼 大 得 光 。 虽 然 需 要 不 断 地 研究 更 好 
的 发 动机 动态 模型 ,但 目前 最 有 效 的 优化 方法 是 通过 实验 选择 隔 
所 器 的 参数 (如 采用 变 刚 度 隔 振 器 )。 这 种 方法 在 将 来 能 够 发 展 
成 为 根据 车 辆 的 运转 状态 (如 人 熏 速 . 慢 速 行车 等 ) 对 变 了 刚度 隔 振 器 
进行 开关 控制 或 者 连续 控制 。 

由 于 车 辆 如 汽车 卡车、 建筑 和 农用 机 械 等 的 发 动机 都 是 规模 
生产 的 设备 ,它们 的 几何 和 惯性 参数 可 以 精确 地 确定 。 同 时 ,其 隔 
振 器 也 不 是 从 市 面 上 的 系列 隔 振 器 中 选择 出 来 的 ,而 是 根据 每 个 
发 动机 模型 进行 单独 设计 得 到 的 。 这 和 和 1.3 节 中 所 讨论 的 情况 完 
全 不 同 。 按 照 传统 的 观点 ,常用 隔 振 器 主要 受到 三 个 不 确定 因素 
的 影响 :人 橡 腔 硬度 发 生变 化 ,从 而 与 理论 值 有 差别 ;名 隔 振 器 
的 载荷 分 布 发 生变 化 ;名 在 发 动机 不 间 的 安装 点 姓 , 隔 振 器 的 刚 
度 比 5, ,相同 。 第 一 个 因素 主要 是 由 于 生产 误差 引起 的 (硬度 通 
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常 相差 +5 个 单位 ,刚度 相差 17%). 98 — "E 3 Hz gz + Pr RHA 
的 隅 振 系 统 , 它 通常 需要 安装 3 个 或 4 个 隔 振 器 。 对 于 三 隔 振 器 
系统 而 言 ,安装 点 之 间 载 荷 分 布 发 生变 化 可 能 仅仅 是 由 于 发 动机 
安装 了 了 一些 附 件 ,如 空调 、 增 压 器 等 。 这 种 因素 的 不 确定 性 非常 
小 , 约 + 上 5 和 。 对 于 四 陋 振 器 系统 ,由 趣 静 定 导 致 的 不 确定 性 较 大 。 
由 于 制造 误差 .底盘 (很 少 发 生 在 机 器 上 ) 上 安装 点 的 高 庶 可 能 发 
^E fm 25 REET EL YR + (1.0 1. 5) mm 之 内 。 因 为 这 种 晤 
ds # tf É AARRE ht ЕЕ У = 10Hz, Er UL ER BE 3: ДИКАН 24 + RE 
器 在 被 隔 振 物体 重量 的 作用 下 产生 4=2.5mm 的 静态 变形 , 它 取 
决 于 天 ,的 值 , 见 式 (5 -33)) ,因此 ,安装 点 之 间 重 量 分 布 的 变化 
可 以 保守 地 假设 为 +1.0/2.5 = +40 和 。 在 发 动机 安装 系统 中 , 陋 
4g $5 c IB] 69 HERE E q. ,的 变化 至 少 为 +20% 。 相 应 地 , 隔 振 器 之 
癌 阶 庶 的 有 效 散 度 ( 见 6.5 节 ) 范 围 是 :在 三 陋 振 器 时 为 51.17 x 
1.05 x1.20 = + 1.47, 1 T sb A € 1.17 x 1.40 x 1.20 = 
+1.97, 

在 车 辆 设计 过 程 中 ,有 许多 种 建 模 的 软 忻 包 可 以 用 来 优化 发 
动机 的 安装 系统 。 虽 然 有 些 是 商业 应 用 软件 ,但 它们 大 多 数 为 各 
车 辆 制造 商 所 有 ” 。 通 常情 况 下 ,这 些 优化 方法 没有 考虑 支承 
结构 的 动态 特性 ,并 且 只 是 将 发 动机 一 传动 系统 和 作为 一 个 独立 的 
单元 来 考虑 ,这样 就 忽略 了 发 动机 通过 传动 轴 以 及 其 它 连 接 部 件 
与 某 些 缚 构 之 间 的 联系 。 因 此 ,通过 计算 所 得 到 的 隔 振 方式 并 不 
能 够 达到 令 人 江 意 的 效果 。 对 于 一 些 新 的 车 辆 来 说 ,使 用 大 量 特 
性 稍微 不 同 的 陋 振 恬 进 行 试 验 调 整 是 一 种 典型 的 方法 。 

使 用 СМЕ 隔 振 器 可 以 避免 上 述 第 二 个 因素 (载荷 分 布 的 不 确 
定性 ) 的 影响 并 使 第 一 个 因素 (橡胶 年 庶 的 不 确定 性 ) 对 自然 频率 
的 影响 减 小 +2.5 名 或 者 对 刚度 的 影响 减 小 +5% 。 如 果 采 用 相同 
类 型 的 隔 振 器 ,可 使 第 三 个 因素 产生 的 影响 (刚度 比 的 不 确定 性 ) 
降低 上 + 上 10 和 。 因 此 ,对 CNF Ж НЕЕ, HI EF ИН ЖЕНЕ 
范围 约 为 ; +1.05 x1.10 = +1.16。 这 将 大 大 地 减 小 系统 中 坐标 
Ін ЗЕ C ЗЕН ЕЗІ АЯ) ,并 缩短 调整 过 程 。 
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ЖЖ БІРНЕ 35 2c rh +B, RT EA fis FR x Е B de ИСН 
CBE E Witt. А, 5.4.3 节 )。 

隔 振 系统 除了 隔离 发 动机 动态 激励 产生 的 振动 以 外 ,还 需要 
满足 下 面 的 条 件 : 

(D 需要 控制 由 地 面 激励 导致 的 发 动机 运 玛 。 这 主要 是 由 于 
在 不 平整 的 公路 上 ,车 辆 结构 上 的 动态 载荷 可 能 比 静 态 载 荷 大 3 
fn, & 5) D AIA SE Js 8 DL GEH < BI BO SIE S Я 
Ж 15mm, 

D ARAH РЕ КУБ ТЕЕ Sp SUR Sh SL p= E БІЛІНЕ 
5 ,特别 是 在 低速 档 时 更 要 注意 。 辐 时 ,需要 控制 由 于 加 速 、 沸 车 
和 急 转 容 (加 速 诬 达 到 lg) 导致 的 发 动机 前 后 运动 。 也 振 系 统 应 
该 将 发 动机 /传动 系统 三 维 运动 的 幅 值 限制 在 +15mm 内 ,转动 的 
角度 限制 在 +6?。 为 了 满足 这 个 要 求 ,需要 应 用 限制 冲击 的 组 冲 
CES SX E НАЗ. СМЕ 隔 振 器 不 断 变 硬 的 载荷 一 偏 移 特 
性 使 得 它们 在 发 动机 隔 拓 应 用 中 更 有 前 景 。 

D 为 了 安全 起 见 , 发 动机 机 座 必 须 具 有 “ 系 留 (captive)” 功 
能 ,从 而 当 弹 性 元 件 突然 失效 时 不 会 使 发 动机 和 子 框架 分 离开 来 。 

在 正 型 的 发 动机 安装 系统 中 ,通常 特 两 个 隔 振 器 分 别 布置 在 

x — x 主 饥 性 轴 前 部 的 两 出, 而 且 在 变速 箱 下 方 也 安装 一 个 或 两 个 

隔 振 器 ,如 图 8 -26(a) 所 示 ''""。 前 面 两 个 隔 振 器 之 闻 的 跨 距 (对 


图 8 -26 汽车 发 动机 座 架 的 和 不同 位置 


于 四 隔 振 器 的 系统 ,也 可 以 指 后面 两 个 隔 振 器 之 间 的 距离 } 可 以 
使 系统 具有 较 大 ( 绕 * -x 轴 ) 的 扭转 刚度 ,从 面 承 受 发 动机 产生 
的 脉冲 扭矩 。 
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I £8 PUMLACSIPBLRI SS Wh Н T 28 dor 8955 J ІН Se pL PT ^E 
的 扭 朱 波动 幅度 大 得 儿 。 通 常情 况 下 ,前 部 的 隔 振 器 采用 会 豪 式 
布置 , 且 和 后 部 隔 振 器 放置 的 高 度 相 同 , 见 图 8 -26(b). SRA 
布置 的 刚度 中 心 应 该 在 x -xx 轴 。 从 式 (5 -87) 可 以 知道 , 隔 振 器 
Ë x — x Ahh FE S uú, By UJ HI BE #I ЯА B FF 05 Ir p4U A. 
8-27. 为 了 增加 kAk,,, 在 图 8 - 27 所 示 的 情况 中 可 采用 有 具 
A R| E H F BJ 89 л ES T na o 


设备 机 座 有 一 个 上 т--/- NE : 
夹层 时 的 情况 : E 2 ГА РА Ne M -= 
BEERE TE А NAT 
夹层 时 的 情况 LO // vL DNN LÁ 
ж : M 
Ж NY 


A 


Е8-27 МӘНІНЕ ЗЕН НЕ 


发 动机 隔 振 系 统 必 须 满 足 许多 相互 对 立 的 要 求 。 为 了 隔离 发 
动机 盒 速 (的 (15 ~ 30)Hz) 时 二 次 谐 波 的 干扰 ,要 求 隔 所 器 的 刚度 
较 小 . 阻 后 较 大 ;为 了 适应 由 于 路 面 冲击 导致 发 动机 嘴 动 产生 的 大 
振幅 ,要 求 隔 振 器 的 阻尼 较 大 并 具有 缓冲 作用 ,而 在 转速 很 高 时 ， 
为 了 减 小 在 车 内 由 和 变 鸣 噪声 产生 的 高 频 振 动 的 传递 ( 约 (200 -~ 
500) Hz) , 要求 隔 据 回 的 阻尼 较 小 。 

通过 应 用 一 些 材 料 ( 用 于 振动 控制 工程 ) 的 动态 非 钱 性 可 以 
实现 上 述 目 的 ,这 些 材 料 包括 金属 丝 网 等 (“1。 另 外 一 个 非常 普通 
的 方法 是 采用 液 力 隔 振 器 '“*! 。 在 一 些 豪华 车 辆 中 ,应 用 了 一 些 半 
主动 控制 装置 。 如 果 设 计 合理 , 液 力 隔 振 器 可 以 根据 发 动机 的 
工作 范围 改变 隔 振 装置 的 参数 ,从 页 提高 装置 的 性 能 ,但 它 比 橡胶 
陋 振 器 的 费用 高 得 多 。 在 恶劣 的 工作 环境 中 (特别 是 高 温 环 境 和 
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具有 腐蚀 的 环境 ,如 盐分 很 多 时 [1 ) , 液 力 装置 的 可 靠 性 不 高 。 新 
生产 的 车 辆 ,特别 是 普通 卡车 ,它们 在 性 能 标准 的 测试 中 都 要 承受 
很 大 载荷 ,从 而 模拟 使 用 大 约 10 FRUER”, BRADEN 
可 以 通过 精确 地 调整 以 满足 某 种 要 求 , 但 调整 过 程 对 加 工 误差 非 
常 敏 感 ,而 且 对 车 辆 的 类 型 也 非常 敏感 。 此 外 , 它 对 温度 的 变化 也 
很 敏感 ,因为 温度 影响 装置 内 液体 的 恭 度 。 

例如 , 当 发 动机 急速 时 ,所 需要 的 扭矩 非常 小 ,同时 要 求 隔 据 
器 的 网 度 很 小 ,从 而 提供 较 小 的 自然 频率 ,特别 是 对 产生 不 平衡 二 
次 谐 波 的 四 饶 发 动机 而 言 , 更 需要 满足 这 种 要 求 ; 当 车 辆 在 慢 速 行 
驶 时 , 捏 矩 非常 大 ,激励 力 的 频率 也 非常 高 ,要 求 隔 振 舌 的 刚度 能 
够 变 大 。 采 用 静态 或 动态 非 线 性 隔 振 器 都 能 够 很 容易 地 解决 这 个 
问题 。 

fE 20 世纪 50 年 代 一 60 年 代 , 大 阻尼 隔 振 器 常常 用 于 发 动机 
安装 。 大 量 的 研究 表明 52s1 ,大 阻尼 隔 振 器 可 以 有 效 地 改善 车 辆 的 
阳 声 .振动 环境 。 然 而 , 随 着 机 舱 中 发 动机 的 功率 增加 以 及 催化 式 
排 气 兆 化 器 的 引入 ,使 得 机 舱 中 的 温度 显著 升 高 ,因而 大 阻尼 隔 振 
器 的 应 用 已 经 减少 。 近 来 研制 的 高 阻尼 / 耐 高 温 大 阻尼 橡胶 混合 
物 可 以 大 大 地 改善 发 动机 隔 振 系统 的 性 能 。 如 果 将 大 阻尼 和 静态 
或 动态 非 线性 特性 粗 结合 ,可 以 更 快 更 好 地 达到 所 要 求 的 隔 振 
效果 。 
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